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ПРЕДИСОВГЕ. 


He слфдуя pnonr въ изложени "Teopim сравнений сочине- 
нямъ Лежандра: Théorie des nombres и Гаусса: Disquisitiones 
arithmeticae, я считаю необходимымъ объяснить причины, за- 
ставпвшія меня сдфлать отступлешя отъ этихъ превосходныхъ 
сочпненій двухъ великихъ Геометровъ. Для этого я войду въ 
нкоторыя подробности объ этихъ сочшепіяхъ п o современномъ 


uw» состоянш Teopiu чиселъ. 


Ейлеромъ положено начало всфхъ пзысканій, составляющихъ 
общую часть Теорш чиселъ. Въ этихъ изыскашяхъ Ейлеру пред- 
шествовалъ Ферматъ; онъ первый началъ заниматься изелвдо- 
ваніемъ свойствъ чпселъ въотношеніп пхъ способности удов- 
летворять неопредћлепнымъ уравненіямъ того или другаго вида, 
и результатомъ ero изысканій было открыт!е многихъ общихъ 
теоремъ Teopim чиселъ. Но изыскашя этого Геометра не имфли 
непосредственнаго вліянія на развитіе науки: ero предложешя 
остались безъ доказательствъ и безъ приложений. Въ этомъ 
состояніп открытя Фермата служили только вызывомъ Гео- 
метровъ на изыскашя въ Теорш чиселъ. Но не смотря па весь 
пптересъ этихъ пзысканій, до Ейлера на нихъ никто не вызы- 
вался. И это понятно: эти изысканія требовали не новыхъ при- 


ложепій пріемовъ уже mapbcTHbIXb и He новыхъ развит прїе- 
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мовъ, прежде употреблявшихся; эти пзысканія требовали созда- 
нія повыхъ пріемовъ, открытія новыхъ началь, однимъ словомъ, 
основашя новой науки. Это сд®лано было Ейлеромъ. 

Между многими ипзысканіямп Ейлера въ Теорш чпселъ nan- 
болфе имфли вмяшя на успфхъ этой науки пзысканія ero по 
слфдующимь двумъ предметамъ: 1) о степепяхъ "ncerb въот- 
ношени остатковъ, получаемыхъ при д%леніп mx на данное чп- 
сло m 2) o числахъ, представляющихъ сумму двухъ чиселъ, изъ 
которыхъ одно есть квадратъ, а другое произведеше квадрата 
па данное число. Первыя положили осповаше теоріп указате- 
лей, сравпеній двучленлыхъ вообще m въ особенности теор 
квадратичныхъ вычетовъ; вторыя были началомъ теорш квад- 
ратичныхъ Формъ. 

Основаніе теорій указателей Эйлеръ положилъ мемуаромъ 
_ свопмъ : Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum 
per numeros primos resullantia, напечатаннымъ въ запискахъ 
нашей Академи за 1773 годъ. Въ этомъ мемуар® онъ раскрылъ 
свойства указателей m первообразныхъ корней, показалъ BbIC- 
шій предъль числа р®шенїй, допускаемыхъ сравнешями двучлен- 
ными съ простымъ модулемь и приложеніе теорш указателей 
къ теорш квадратичныхъ вычетовъ и квадратичныхъ Формъ. 
Для совершенства теорш указателей оставалось найти способъ 
опредфлешя первообразныхъ корней, me испытывая различныхъ 
чисель. Dc старанія Ейлера въ изысканш этого были тщетны; 
онъ говоритъ: « Via quidem adhuc non patet, tales radices pri- 
mitivas pro quovis divisore primo inceniendi, neque eliam demon- 
stratio, qua tales radices primitivas semper dari evici, methodum eas 


inceniedi declarat.» (*) Но при всемъ усп®х% Teopin чиселъ, мы 


(*) Op. min. col. rows 1, стр. 523. 
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до сихъ поръ находимъ первообразные корни, испытывая раз- 
личныя числа, п теоремы, изложенныя мною во второмъ при- 
бавлеши, едва ли не первый опытъ находить первообразные 
корни безъ предварительныхъ испытав. 

Изслфдовашя Ейлера о д®%лптеляхъ чисель вида a"^-t 0" 
положили начало теорш сравнешй двучленныхъ. Эти изса$дова- 
нія мы находимъ во многихъ мемуарахъ Ейлера; изъ нихъ OCO- 
Gennaro вниманія заслуживаетъ мемуаръ: Theoremata circa di- 
visores numerorum. Здћсь онъ показываетъ, что возможность 
удовлетворить сравненію 2” — а == 0 (мод. mn — 1), при mn-- 1 
простомъ числ$, предполагаетъ дфлимость а" — 1 на это число, 
п доказываетъ обратное, предполагая т и п простыми между 
собою. Ja исключешемъ лишняго ограничешя т и п простыми 
между собою, эти теоремы суть основашя современной теорш 
сравнешй двучлепныхъ вообще m въ особенности теорш квад- 
ратичныхъ вычетовъ. Впрочемъ разсматривая y Ейлера доказа- 
тельство послфдней теоремы, легко замфтить распространеше 
ея на случай m и п какихъ нибудь. Въ мемуар®: De quibusdam 
eximiis proprietatibus circa divisores potestatum occurentibus онъ 
особенно доказываетъ это для случая т = 2, не abaan mika- 
кихъ ограническій относительно п, и показываетъ, что д%ли- 
мость 4”— 1 на 2n-1- 1 есть необходимое m достаточное усло- 
pie того, чтобы а было квадратичнымъ вычетомъ числа 2n --- f. 
Kpowf того Ейлеръ, въ другихъ мемуарахъ, много занимался 
квадратичными вычетами, и въ Observationes circa divisionem 
quadratorum per E а primos, разсматривая остаткп, по- 
лучаемые при дЪфленш квадратовъ на простыя числа, онъ Bbi- 


велъ такое заклоченіе : 
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Existente $ numero quocunque primo, dividantur tantum qua- 
drata imparia 1, 9, 25, ^9, etc. per dieisorem s, notentur- 
que residua, quae omnia erunt formae rq 1, quorum quodvis 
littera о indicetur, reliquorum autem numerorum, formae q --1 
qui inter residua поп occurunt, quilibet littera Y indicetur, quo 
facto si fuerit 


divisor numerus 


primus formae € 
hns =+ с + $ residuum et — $ residuum 
hns — а + $ residuum et — $ non-residuum 
ns — 9 = $ non-residuum её — $ non-residuum 
kns — Y + $ non-residuum et — $ residuum. 


Это открытіе мы находимъ у Ейлера въ 1-мъ том% Opu- 
scula: Analytica, 1772 года. Не трудно въ немъ узнать законъ 
взапмности двухъ простыхъ чиселъ, обнародованный Лежанд- 
pow» въ 1785 roab и положенный mw» въ основаніе теорш 


квадратичныхъ вычетовъ. 


Въ теорш квадратичныхъ Формъ Ейлеръ началъ своп изы- 
сканія съ суммы двухъ квадратовъ, и въ мемуар®: De numeris, 
qui sunt aggregata duorum quadratorum доказалъ, что ABANTE- 
ли суммы двухъ квадратовъ простыхъ между собою должны 
представлять подобную сумму, и вывелъ линейную Форму этихъ 
дЪлптелей. Такимъ образомъ онъ дошелъ до знаменитой тео- 
ремы Фермата о разложеніп простыхъ чиселъь вида Ат ~ 1 
на два квадрата. Подобнымъ образомъ Ейлеръ нашелъ квадра- 
тичныхь и лпнейныхъ д%лителей для квадрата, сложеннаго съ 
удвоепнымъ пли утроеннымъ квадратомъ, и предложилъ безъ 


доказательства линейныя Формы дфлителеи многихъ квадратич- 
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ныхъ Формъ. Tars положилъ Ейлеръ основаніе теорш AYamre- 
лей квадратичныхь Формъ. Гевіальныя открытія, сдланныя Aa- 
гранжемъ въ этой части Teopiu чпселъ, открыли путь Ейлеру 
къ новымъ изыскашямъ. Са%дствіемь пхъ было повое развитіе 


теорш квадратичныхь Формъ со многими приложеніями ея къ 


пзелъдованію, что данное число простое или HÉT, п какъ можно 


найти простыя чиела чрезвычайно большія. 

Ейлеръ не ограничивался въ изысканіяхъ свопхъ одними 
конечными формулами; онъ показалъ также, какимъ образомъ 
употреблешемъ рядовъ можно дойти до разлачныхъ предложе- 
ній Teopim чисель. Сюда относятся изыскашя ero de partitione 
numerorum п о суммахъ дфлителей различныхъ чиселъ. 

Имфя въ виду развитїе общей части Теоріп чиселъ, мы не 
будемъ останавливаться на изысканіяхъ Ейлера въ Анализ Діо- 
Фанта, результатомъ которыхъ было ръшеніе уравненй второй 
степени съ двумя нензв®стными, изслфдоваше уравненій вида 
ад? + by? == ez? , доказательство невозможности нфкоторыхъ 
уравнен съ двумя и тремя непзв®стными и рёшеніе многихъ 
пеопредћленныхъ уравневій весьма сложпыхъ, и перейдемъ къ 
изысканіямъ Лагранжа, которымъ сдфланы весьма важныя раз- 
BATIA въ общихъ началахъ Теорш чпселъ. Сюда относятся изы- 
сканія его о числ рЪшенй, допускаемыхъ сравнешями съ про- 
стымъ модулемъ, и изселфдован!я свойствъ квадратичныхъ ΦΟΡΝΤ. 
Мы suaban, что Ейлеромъ найденъ высшій пред®%лъ числа pt- 
шеній двучленныхъ сравненій; Лагранжъ доказалъ, что этотъ 
же предћълъ будетъ при всякомъ числ® членовъ. Этимъ откры- 
тїемъ Лаграпжъ далъ возможность доказать многія предложе- 
пія Теорш чиселъ, которыхъ доказательства прежде представ- 
ляли непреодолимыя затрудненія. Къ числу такихъ предложе- 


ній должно отнести существованіе первообразныхъ корней для 
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вс®хъ простыхъ чиселъ; доказательство, предложенное на это 
Эйлеромъ, основывается на свойствф двучленныхъ сравненій, 
которое могло быть строго доказано только посл открытія 
Лагранжа. Но изъ всфхъ трудовъ Лагранжа въ Teopiu чпселъ 
наиболфе имфли вияшя на успфхъ этой науки ero изыскашя 0 
квадратичныхъ Формахъ. Онъ даль общія начала для тфхъ изы- 
скан, которыя сдфланы были Ейлеромъ для не мчогихъ про- 
стЪйїшихъ Формъ, п эти начала, развптыя Лежазаромь, соста- 
вили полную теорію дЪфлителей квадратичныхъ Формъ, одну изъ 
самыхъ главныхъ въ Теорш чиселъь и особенно важную по CBO- 
имъ приложешямъ къ опредъленію длителей даннаго числа. 

Развптіе теорш квадратичпыхъ ΦΟΡΝΤ, сдфланное Лежанд- 
pow», было сл®дствїемъ открытій ero въ теорш- квадратичныхъ 
вычетовъ. Заключеше, приведенное нами выше изъ сочинешя 
Ейлера: Observationes circa divisionem quadratorum рег nume- 
ros primos содержитъ ту теорему, которая нып извфстна подъ 
именемъ закона взаимности двухъ простыхъ чиселъ п которой 
обязана своимъ усп%хомъ теорія квадратичныхъ вычетовъ. Въ 
запискахъ Парижской Академш наукъ за 1785 TOAD Лежандръ 
доказалъ. ee на оснпованін признаковъ возможности уравненія 
ах? —— by? = ez?, mw» же открытыхъ, и показалъ приложешя 
ея къ изслдованію сравненій второй степени и опредъленію 
дЪлителей квадратичныхъ Формъ. 

Въ такомъ состоянш находились различныя части Теорш 
"ncerb, когда Лежандръ написалъ сочинеше свое: Essai sur la 
Théorie des nombres, изданное послф со многими прибавлешями, 
HO безъ существенныхь измненій въ системф изложенія глав- 
ныхъ частей, подъ назвашемь Théorie des nombres. При всемъ 
развитіп отд%льныхъ частей Teopim чпселъ, систематическое 


изложеше этой науки представляло непреодолимыя трудпости. 
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Мы видЪли, что законъ взаимности двухъ простыхъ чиселъ, CAY- 
жащій основашемъ теорш квадратичныхъ вычетовъ и всафдет- 
ве того необходимый для теорш квадратичпыхъ Формъ, выве- 
денъ былъ Лежандромъ изъ свойствъ уравненй второй степени. 
Поэтому теорія квадратичныхъ вычетовъ и Формъ могла быть 
изложена только послЪ предварительнаго пзложепія  Teopiu He- 
опредфленныхь уравненій второй степени, теорш по предмету 
своему гораздо высшей и съ своей стороны представляющей 
приложеше теорш квадратичныхъ вычетовъ. Вслфдстые этого 
въ сочиненш своемъ Лежандръ, послЪ предварительнаго изло- 
жешя различныхъ предложеній относительно чиселъ, начинаетъ 
съ рфшешя неопредфленныхъ уравненій, и только по изложенш 
полной теорш уравненій второй степени онъ приступаетъ къ 
общимь свойствамь чисель, гдЪ находимъ у него главныя 
предложешя Teopim сравнеши и полную теорію квадратич- 
ныхъ вычетовъ и квадратичныхь Формъ. Такой порядокъ 
въ изложенш главныхъ частей Теорш чиселъ, лишившій ee 
системы, оставался необходимымъ только до т%хъ поръ, пока 
Гауссъ не показалъ, какимъ образомъ законъ взапмности 
двухъ простыхъ чиселъ можетъ быть выведенъ непосредствен- 
но изъ разсматриванія сравненій. Такъ открылась возмож- 
ность, не нарушая естественнаго порядка въ главныхъ частяхъ 
'Теорш чисежь, изложить сравненія второй степени BMECTE съ 
другими сравнешями прежде уравненій второй степени, и по- 
томъ на основаши результатовъ Теорш сравневій упростить 
изслфдоваше уравненій высшихъ степеней. 

Обращаемся теперь къ сочинению Гаусса. Мы видфли, κακία 
развитія сдфланы были въ различныхъ частяхъ Теорш чиселъ 
трудами Ейлера, Лагранжа и Лежандра. Ho Гауссъ въ сочине- 


нш своемъ: Disquisitiones aritluneticae пе пользовался изыскавія- 
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ми этихъ Геометровъ. Онъ независимо отъ пихъ развить: глав- 
ныя части Teopim ‘чиселъ, обогативъ ee новыми прїемамп, MAO- 
гими открытіями п весьма важными приложеніями къ piue- 
нію двучленныхъ уравненш. Но при всемъ достоинстве сочине- 
нія Гаусса мы не можемъ не признать, что большая часть его 
выводовъ лишена той простоты, которою отличаются пріемы 
Ейлера, Лагранжа m Лежанлра. Въ этомъ өтношенін ero изло- 
жеше отдфльныхъ частей Teopim чиселъ, за исключешемь Wb- 


которыхъ, нельзя предпочесть изложению Лежандра. 


Изъ этого видио, что ни сочиненіе Лежандра, ни сочиненіе 
Гаусса не представляютъ Теоріп чисель въ томъ совершен- 
помъ BIA, въ которомъ она можетъ быть изложена. посл 
развитій, сдфланныхь въ ней трудами этихъ Геометровъ, а 
тфмъ боле посл изысканій Геометровъ поздиъйшихъ. Mo- 
этому въ изложен Теорш сравненій я долженъ быль руковод- 
ствоваться не однимъ Лежандромъ и me однимъ Гауссомъ, но 
pwbcrb m Лежандромъ m Гауссомъ m многими другими, занпмав- 
mamaca этою частью Τοορία чисель. Но чтобы привести въ 
систему изыскашя Геометровъ, употреблявшихъ пріемы весьма 
разнообразные, я долженъ быль измфнить большую часть ихъ 
выводовъ. Кром того для полноты системы я нашель необхо- 
димымъ развить ифкоторыя статьи. Такъ въ теорш сравненїй 
1-й степени я разсматриваю отдФльно три случая, когда это 
сравнеше имфетъ одно ръшеніе, нфсколько и не имфетъ ни од- 
ного. Излагая свойства сравненй высшихъ степеней, предлагаю 
относительно ΠΧ нфсколько общихъ теоремъ, кром теоремы 
Лагранжа. Въ теорін квадратичныхь Формъ показываю средство 
узнавать, когда ABÉ квадратичпыя Формы дфлителей приводятся къ 
однимъ линейнымъ Формамъ. Кромф того въ сочинени моемъ 


находится три прибавленія. Въ первомъ я излагаю распростра- 
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nenie знакоположешя Лежандра, сдфланное Якоби, m показываю 
приложеніе этого къ изслфдованию квадратичныхь вычетовъ; 
BO второмъ я доказываю теоремы, опредфляющя первообраз- 
ный корень ифкоторыхъ чисель по ихъ виду; въ третьемъ я 
предлагаю результаты свопхъ изысканй относительно свойствъ 
Функцш, опредфляющей сколько простыхъ чиселъ не превосхо- 
дятъ данной величины. 


WWW:.rcin.org.pl 


"CE 


jap Es Mer Š pi 


А. Qr 


3 و 


rA 1454. ы d ЧУ 


e 
e 


OS δν 9 το > Š‏ ۾ اج 


13. 


14. 
15. 
16. 


ОГЛАВЛЕШЕ. 


ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЯ ПОНЯТИЯ. 


Стран. 


. Предметъ Теорш чиселъ m Теорш сравненїй...................... 4 
. ο числахъ обсолютно ΠΡΟΟΤΕΙΧΈε ..,......»..»».».».»»..»..»»».».».».».».» 9 
. О числахъ относительно простыхъ, „......... о... оооо оо ооо MOVIE 


Свойства чиселъ относительно HpOCTBIX5.......................... — 
О разложенш чиселъ на простые множители.....................- 5 
7 


. Теоремы Hà этомъ основанныя..... n ecco] 1 n ... 
‚ О числахъ, составляющихъ ариометическую προτροςεῖπ..,......... 12 


ГЛАВА L 


O сравненіи вообще. 


‚ Манае o СОК ода yC. лаз μασ ME 
. О свойствахъ сравненія чиселъ между собою..................... 19 
. О рыненш сравненй...................... yep АРА. ERR SË 
с а ВЕЕРОМ Vi и Rat Re airline iius φεῦ. NA 
«Ὁ числ рЪшенїй CpaBHeHid..... ο ete nh hon 27 


| ГЛАВА IL 


О cpaeneniu первой степени. 
Ръшеніе этихъ сравненій при модулЪ простомъ съ коеффищентомъ 
σον πμ μμ S AnS МӘ eV 88 
Теоремы Фермата и Жйлер r.ea redeo 1. ОТО SSS σσ BE 
Приложеніе этихъ теоремъ къ р®шенїю сравненій 1-й степени'..... 35 
О сравненілхъ, въ которыхъ модуль и коефФиціентъ неизвЪстнаго 
ο κ ο αμ е or err вен Wu EEA A 


WWW.rcin.org.pl - 


$$ 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


H 
ГЛАВА Ш. 


O сравнешяж5 высших степеней вообще. 


стран. 
Освобожденіе отъ коеффишента высшей степени неизвЪстнаго...... 40 


Высшей предЪлъ числа рЪшенш......... ETE ΜΕ ON lp m 42 
Приложенїе этого къ доказательству теоремы Вильсона и другихъ 
СВОЙСТВЪ чиселъ............. Sat Ra x esee νκέένὀνἯως»««ἐ: 46 
Приведеніе сравненій къ виду, въ которомъ степень ero меньше MO- 
И ее jeg tige κ Αν ае КИЧЕ со ова. 49 
Признакъ, по которому узнаемъ, что сравнеше имЪетъ столько р®ше- 


ній, сколько единицъ въ показателЪ 6ΓΟ.............:.«.«.:......... DO 


ГЛАВА ΗΝ. 


. O сравненіяаг5 второй степени. 


. Приведене полныхъ еравненій второй степени къ сравнению вида 


z? = q (модр)...... ..... ооо ө ее оо ө о @ e e e eee... ... . 0... 0.0... ..... 54 


3. О числ рЪшенїй сравненія =? == q (мод.р)....................... 58 

ТОИ LINE 59 
р. 

νι. ος Φα Οἱ ο ο δι Μακ δν. 64 


; H τα. 
. Выраженія ero onpeabamomin; сл%дствїя ихъ: 1) значене (2) 9) 


законъ взаимности двухъ простыхъ чиселъ.....................< 66 


Способъ находить значеше (Dem cttm . 78 


MM i A 
. Ръшеше у ашевій, (7 ба Л... 81 
| равне! » P 


. РЪшенїя сравненїя 27 == q (мод. р), при p простомъ вида 4n +3... 85 
. О сравненш 22 == q (мод p) при p составномъ .............. Ὡς, on 86 


ГЛАВАҮ. 


«μή, O сравнешях5 двучленныгв. 


31. 
32. 
33. 


О сравненш α΄”... 4 == 0, (mod. р), при p простомъ................. 91 
0 cpasnenim х””— A ==0(мод.р) при p простомъ.................. 96 
О сравненш x/?— 4 == 0 (мод. p) при. р COCTABHOMB. ....i« а Ἔλα δν 109 


WWW.rcin.org.pl 


e 
е δω, 


HI 
Š ГЛАВА VI. 
O сравненілаъ вида а” = А (мод. p). 

$$. Стран. 
34. О сравненш αὐ == И (мод. p) вообще и въ особенности o сравненш 

а® ==1 (мод. η 
35. О ръшеніяхъ сравненія а” == 4(πιοϑ.ρ).................... ας». MO 
36. 962 Затем déco À (relie ἕο, . 119 
37. O рьшенш двучленныхъ сравненій помощію таблицъ указателей.. 116 
38. Теоремы для onpeabaenia первообразныхъ корней ..... ее 192 
39. Опред%леніе первообразныхъ корней...................... ...... 134 
40. Другой способъ опредЪленйя первообразныхъ корней............. 195 


41. О чисел первообразныхъ корней............................... 130 


ГЛАВА ҮП. 


О сравненіяхъ второй степени св двумя неизвњстными. 


49. О сравненш x? + 4y? + В == 0 (мод. p). ....... όν ού FLA ev di αν 134 
48; ель ЕИ ER УЛЫ rao eis eem AP AR Fr ua 135 
44. Опредълеше xbamreaeii х? + Ду? при 4 простомъ....... $1662 μα) 
45. О свойствахъ квадратичныхъ Формъ................ ρος ie Cur, AR 
46. О выраженш ими Aire. -+ alb ΑΜ Ede aai E оаа PUE DEC αν. 


4T. Опред%леніе линейныхъ дфлителей помощю квадратичныхъ Формъ. 164 
ГЛАВА ҮШ. 


Приложеше Теоріи сравненій κο разложенію чисел» na 
простые множители. 
48. Разложеніе чпселъ на простые множители приводится къ опредвле- 
нію дБлителей . . . ..... SOUS. E.. ο ο .... LLL 177 


49. Опредъленїе дълителей чиселъ вида а”? = 1......... ........... 178 
50. Опредълене дълителей чиселъ на основанїп теоріп дЪлителей x?--ay? 183 


HPHEABAEHIR. 

I. О квадратичныхъ вычетахъ............. Apt COPPA БУЛАГА. «às «СЙ M 
П. O6» onpexbaenim первообразныхъ корней....... νος, ανω 908 
HI. 06% onpexbaenim числа простыхъ чиселъ, не превосходящихъ данной 

Величине... E QAI S 2 б REE РТ ау ак 209 
Таблицы: 1) Простыхъ чиселъ до 6000....... ................. . 931 
2) Указателей m первообразныхъ корней для простыхъ модулей, не пре- 

восходящихъ 900.............. а Et 
З) Ланейныхъ д®лителей x? ay? отъ а = 1 до а = 101....... NA ч 
4) Линейныхъ д%лителей х? — ау? отъ а = до а = 1010 ....... «εν ΝΗ 

ο ЕШ UR 


WWW.rcin.org.pl 


Y 145 à 
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- ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЯ ПОНЯТИЯ. 


§ 1. Теорія чпселъ, иначе называемая Трансцендентною 
Ариеметикою, есть наука о pbmenim неопредфленныхъ уравненй 
въ числахъ цфлыхъ. Запмствуя понятія о числахъ изъ Арпоме- 
тикп m объ уравненіяхъ изъ Алгебры m Трансцендентнаго Ана- 
лиза, она въ тоже время существенно отлична отъ этихъ на- 
укъ. Она отличается отъ Арпөметики TMD, что разсматрива- 
етъ числа только въ отношении ихъ способности удовлетворять 
неопредЪленнымъ уравненіямъ того пли другаго вида, и сл®д. 
остается незавпсимою отъ системы mywepanim, на которой OC- 
новываются дЪйствія Арпометики. Она отличается отъ Алгеб- 
ры и лругихъ частей опредфленнаго анализа тфмъ, что, разсмат- 
ривая уравненія, она ограничивается только цблыми зваченіями 
нейзв®стныхъ. p 

Разсматривая такимъ образомъ и числа m уравнешя съ oco- 
бенной точки apbnuim, Теорія чисель доходитъ до результатовъ 
совершенно новыхъ и весьма важныхъ для Арнометики и Teo- 
piu опредфленныхь уравнены. Первой она облегчаетъ выкладки, 
по огромности своей невыполнимыя безъ ея помощи; второй она 
открывает, путь къ рфшенио вопросовъ, безъ помощи ея ne 
разръшимыхъ. 
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Всякое уравненіе, заключающее н®сколько перемфнныхъ, под- 
лежитъ изслфдованю Teopim чисель. Но не sc они одинаково 
доступны изслфдовашю m He вс% они имфютъ одпнакую важ- 
ность HO приложеніямъ своимъ. Теорія чиселъ до сихъ поръ 
ограничивается только разсмотрћніемъ уравненій напболфе npo- 
стыхъ H въ тоже время имфющихъ напболфе важныя приложе- 
nia. Изъ этихъ уравнеши особеннаго вниманія заслуживаютъ 
Tb, которыя заключаютъ одно изъ неизвБстныхъ въ первой CTC- 
пени; onu замфчательны какъ по свойствамъ свопмъ, такъ п 
по приложеніямъ къ упрошению дфйствш Ариеметики и pme- 
нїю вопросовъ, касающихся опредфленнаго анализа. Эти то ypas- 
нешя составляютъ предметъ изслфдовашя 'Теорш сравнении. 

2. Прежде чфмъ приступимъ къ изслфдованйю этихъ урав- 
неній, мы остановимся на свойствахъ чиселъ, извъетныхъ намъ 
частно m3» ΑΡΠΟΜΕΤΗΚΗ и изложимъ ихъ съ надлежащею под- 
робностію. 

Deb числа раздъляются на два рода: простыя п составныя. 
Простымъ называется такое число, которое можетъ дфлиться 
только на Í и самого себя. Составнымъ называется такое чи- 
сло, которое можеть длиться на другое число, большее 1. 
Tax» 2, 3, 5, 7, 11 и проч. суть числа простыя, a %, 6, 8, 
9, 10 п проч. суть числа составныя. 

Не трудно убЪфдиться въ TOMB, что простыхъ чиселъ без- 
конечное множество. Въ самомъ д%л®, допустивши противное 
п называя черезъ № наибольшее изъ простыхъ чиселъ, мы долж- 
ны допустить, что BCE числа большія М суть составныя и CADA. 
‘происходятъ отъ перемноженія 2, 3, 5, 7, 11,.... N, взятыхъ 
въ нЪкоторыхъ степеняхъ. Но несправедливость этого обнару- 
живается числомъ 1. 2. 3. #.5.... (М — 1). М- 1, которое, 
очевидно, не дфлится на числа 2, 3, 5, 7, 11.... и caba. 
перемноженіемъ ихъ степеней не можетъ быть составлено. И 
такъ нельзя допустить, чтобы простыхъ чиселъ было не без- 
конечное множество. 

Для опредфлешя вс®хъ простыхъ чиселъ, меньшихъ данна- 
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be να 
το предфла N, способъ самый простой состонтъ въ томъ, что- 
бы въ рядЪ | 
1, 2, 3, ^, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 19, 13, 1^,....N — 1, М 
выкидывать послфдовательно числа кратныя 2, 3, 5, 7,..... 


п T. д. А это, очевидно, можетъ быть выполнено зачеркива- 
шемъ въ ряд® 


1, 2, 3... 5. b 1, 8, 9, 10, 41, 12, 13, δι... N — 4, М 


1 £ ^ ; ç 
u 12% 2 Селт ας 
—— 


чпселъ чрезъ 1, считая отъ 2, черезъ 2 считая отъ 3,/черезь 
1 считая отъ 5, и вообще черезъ n — 1 чисель считая отъ 
числа п. Такимъ образомъ въ этомъ ряд исключатся вс® чи- 
сла составныя и останутся OAH лишь простыя числа. 


3. Два или нсколько чиселъ называются относительно 
простыми, если они не имфютъ общаго множителя. Такъ числа 
10 п 21 суть относительно простыя. Изъ сказаннаго нами о 
числахь относительно простыхъ слфдуетъ, какъ частный CAY- 
чай, что если 4, будучи само по себе простымъ числомъ, He- 
дфлитъ В, то А и В, суть числа относительно другъ друга 
простыя. Въ самомъ Abib, въ этомъ случа числа 4 m В не 
могутъ имфть общимъ д%лителемъ 1-е) ни числа отличнаго отъ 
А; ибо 4 будучи простымъ чпеломъ не можетъ длиться на 
другое число, 2-е) ни самого Æ; ибо В по положенію на 4 
не дфлится. Замфчая, что если В меньше A, то В на 4 at- 
диться не можетъ, мы по предыдущему заключаемъ, что πρ: 
В меньшемь Αἱ u 4 простомъ числа В m И будутъ относи- 
тельно другъ друга простыя. Это свойство чиселъ можетъ быть 
выражено такъ: «всякое число, меньшее даннаго простаго чи- 
сла, есть относительно его простое число.» Tak» 2, 3, h, 5, 
6, 7, 8, 9, 10, суть простыя относительно 11. Š 

Отсюда не трудно вывесть такое заключеніе : 

‚Два числа не равныя между собою и само uo себф простыя 
суть относительно другъ друга простыя. | 

Ñ r. Мы теперь займемся изложешемъ свойствъ чпселъ OT- 
носительно простыхъ. 
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1. ТЕОРЕМА. 


Если А u В суть числа простыя относительно δ; то u 
произведенге uxo АВ есть число простое относительно S. 


Доказательство. Для доказательства этой теоремы пщемъ 
общаго наибольшаго делителя чпселъ 4 m S. Для этого, KARD 
извстно изъ Арпөметики, должны A д®лить па 5, полученнымъ 
при этомъ остаткомъ должны д%лить 5, новымъ остаткомъ Ab- 
лить первый остатокъ I т. д. Посл%дній остатокъ будетъ 1; ибо 
А п S, какъ числа относительно простыя, общаго дълитела 
пм%ть не могутъ. Если же мы изобразимъ черезъ 4, 9,,-9,› · · + 9, 
ΠΟΤΗΡΙΑ, получаемыя при этихъ дфлешяхъ, a черезъ г, г, Τὴ»... 


r r, остатки; TO приравнивая дЪфламое пропзведенїю 


h—2? 
дфлителя на частное, сложенному съ остаткомъ H замфчая, что 


послфдий остатокъ r, равенъ 1, получаемъ такія уравненія. 


Р 1? 


A = 80 4-ғ, S= rq + riy r2r,g,2-rT4 4. nn 


r -ᾱ- 1, которыя по умпоженін на В дадутъ 


n Sia F n— i dn 


(1).. ..4B = BSq+- Br, BS = Вг, + Br,, Br = Вг, qa Br, 
аас а ШР ИМ К 


п 


Первое изъ этихъ уравненій показываетъ, что общ дфли- 
тель АВ и Š будетъ дБлить Br, второе, что этотъ дфлитель 
будетъ дБлить Br, , третье, что онъ будетъ abaurb Br,, ит. д., 
наконецъ послфднее, что общй дфлитель АВ m S будетъ ab- 
лить В. Но В m S, по положению, не имЪютъ общаго д%- 
лителя; cba. не имъютъ ero 48 и S, «ro m слфдовало дока- 
зать. — 

Распространяя эту теорему на нЪсколько простыхъ чисель 
относительно Sy, $,, 5,,......, мы убфждаемся, что числа 
ΑΒΟΡ....π S,S,$,.... суть относительно другъ друга npo- 
стыя, если Á, В, С, D,.... Bc суть числа простыя относи- 
тельно каждаго изъ чиселъ S, S$,, $,,.... 
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ος κ 
2, ТЕОРЕМА. 


Если S, будучи npoemw.wo числом5 относительно А, дњ- 
Aumo произведенїе АВ; то оно дьлить и В. 


Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы вы- 
водимъ уравнешя (1) m изъ этихъ уравненій замфчаемъ, что 
д%лимость АВ на S предпологаетъ дЪфлимость на Š чисель Br, 
Br,, Br,,...u наконець дфлимость В, что m слфдовало доказать. 


3. ТЕОРЕМА. 


Если из5 двужь чисель А и В, простыхљ между собою, 
каждое дьлить S; то и произведеніе uxo АВ дълит5 S. 


Доказательство. Называя черезъ L частное отъ д%ленїя 
5 на 4, мы для опред% лешя величины 5 будемъ имфть 
δ — А: 
откуда сл®дуетъ л%лимость ИГ, на В; ибо по положенію 5 
дфлится ga В. Но πο предыдущей теорем дЪлимость AL на 
В, rak В число простое еъ 4, предпологаетъ дФлимость L на 
В. Называя же черезъ М число, получаемое при этомъ Abie- 


Him, мы будемъ им®%ть 


L = BM; 
BCABACTBie чего предыдущее уравненіе дастъ 
S = ИВМ; 


откуда ясно видна д®лимость 5 на AB, что и слдовало до- 
казать. 

Распространяя эту теорему на HbCKOJBKO чиселъ, мы за- 
ключаемъ, что 5 длится на АВСО...., если ono дълптся на 
каждое изъ чпселъ 4, В, C, D,....m числа 4, B, С, D,... 
простыя между собою. 

5. Мы приступимъ теперь къ разсмотрћнію свойствъ чи- 
селъ, обнаруживающихся при ихъ разложеніи на простые MHO- 
жители. | 
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- _Изв%стно изъ Арпөметикп, что всякое число можетъ быть 

разложено на произведеше простыхъ чиселъ. Означая черезь 

æ, 8, у,....различныя простыя числа, входящія въ составь 

N и черезъ m, n, р,.... степени ихъ, мы будемъ mwbTb 
С = о" "у. ... 

Изъ этого уравненія, на основаніп 1-й теоремы мы заклю- 
чаемъ, что № есть простое число относительно вефхъ чисель 
простыхъ само по себф m отличныхъ отъ о, O, у,.... Въ cé 
момъ abr, по Š 3 всякое простое число; отличное отъ c, (8, 7, 

..будетъ также простымъ относительно UA 8? 35... M Crb. 
относительно его будетъ простымъ числомъ произведенїе и” "у 
....Отсюда мы можемъ заключить вообще, что всякое число ве 
можетъ длиться на простое число, въ составъ его пе входя- 
mee. Чтоже косается до дфлимости М, которое мы предполо- 
жили равнымъ o" 5" уР...., на степени чиселъ o, Ó, a. 
Bb составъ его входящихъ, TO также He трудно убфдиться, ‘что 
оно He можетъ длиться на e” при т’ >> т, на 0” при n > n 
и T. A. Въ самомъ д%л%, такъ d N-—o"g"yP....; TO "a- 


mn 


что при т >> т не можетъ быть числомъ цфлымъ; ибо c, бу- 
дучи числомъ” простымъ отличнымъ отъ jj, 7,..., по замфчен- 
ному нами, дЪлать /"7P.... не можетъ. Итакъ М можетъ ab- 
литься только на степени c, 5, γ,.. ., не οι m, n, p, 
п сл®д. число М можетъ д%литься только на числа, въ составъ 
которыхъ входятъ одн простыя числа е, 8, у,.... M Bb CTe- 
пеняхъ непревосходящихъ т, п, p,.... Такимъ образомъ дохо- 
димъ мы AO слфдующей теоремы: 


4. ТЕОРЕМА. 


Число N можеть длиться на число Р только 65 томо 
случа, когда ecw. простые множители Числа P ваодятф во 
состав5 № и eo № степени uxo не ниже "moo 65 Р 


΄ 
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Ha основанш этой теоремы ue трудно доказать єлёдуюшую: 
5. ТЕОРЕМА. 


Для числа N возможно одно только разложсше на npo- 
стые множители. 


Доказательство. Въ самомъ AWA, если мы допустпмъ для 
числа № два разложешя на простые множители, такъ: 
ceu N^ abc A SN C P ET 
το, дфля эти уравненія одно на другое, найдемъ 
| ως атур... 


a," 8, ^ И -— Ж у ат p^ yP.. TU Fo 
Первое изъ этихъ уравненй по предъидущей теорем пред- 
р | 
пологаефъ, что BC числа αι, 4 Yis.» e. HAXOAATCA въ ряд% 


53 


чиселъ 0, 5, у, ...., а второе обратно, что BCE числа c, 5, y, 


| дятся въ ряд® αι, В, у,,...; откуда слфдуетъ, что 
чиела 0, (5, y,.... ша, В» γρ... суть OAWE n тъ-же. Прини- 


мая же «= αι, 8 = 68, у==у,,...., мы πο предъидущей 
теорем изъ уравненія 

ат g^ 3Р.,..... Ἄν 

а ПИР -... 
имфемъ 

m не ~ т, n неъ n, р неъ р.....; 

Подобнымъ образомъ уравнеше 

n n A 

a Bh P ........ 
предпологаетъ т не > т’, nme > п, pue >р,... 

Изъ соединенїя же этихъ неравенствъ съ предъидущими 

находимъ j 


aud 


nm WW pep 
H такъ разсматриваемыя нами два разложенія числа JV me 
разнятся между собою ни простыми числами пи степенями ихъ; 
откуда и слфдуетъ предложенная нами теорема. 
$ 6. Разложепіемъ чисель на простые множители легко до- 
d сл%дующя теоремы: | 
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6. ТЕОРЕМА. 


Если N дълитъ квадрат числа М и не может» дълиться 
на квадрат какого-либо числа; то N дълить также М. 


Доказательство. Разложешемъ числа N на простые мно- 
жители мы находимъ 


Nez gp we. Pu. lu 
Ho такъ какъ М no положению не можетъ дфлиться Ha 
квадратъ какого либо числа, TO здфсь показатели m, п ,р,.... 
не могутъ превосходить 1; пбо въ противномъ caysab при 
m ue < 2 число N, очевидно, д®лилось бы на c, при пне — 2 
оно д%лилось бы на 8°, m T. A. Cuba. въ предыдушемъ урав- 
неши всЪ показатели m, n, р,.... равны Í; а потому 


= Ур; Pg 


rab æ, B, y,..... простыя числа, различныя между собою. 
Уб%дясь въ этомъ, разлогаемъ М на простые множители; это 
даетъ намъ 


Ma ESL. Lees) 


rab αι, @,, γι»... различныя простыя числа. Изъ этого ypas- 
ненія мы выводимъ 


M* a Mg ΗΜ... Ἂς, 

и замфчая, что по положению, М? дълится на N, rab № = абу..... 
мы по Teopewf 1-й заключаемъ, что въ pa4b αρ ,, у,,.... 
заключаются BCE числа а, 5, y,.... и что степени HXb въ CO- 
став M? не суть О. Caba. sch числа o, 6, y,.... входятъ 
въ составъ М u caba. М дБлится на œ, 6, y,.... и вм®стї 
съ тфмь (см. теорему 3) дЪлится m на произнедеше ихъ, рав- 
ное N, что и слфдовало доказать. 


Tak» замфчая, что 15 не можеть д%лпться на квадратъ 
какого либо числа и что оно дълитъ 152, равное 2025, мы за- 
каючаемъ, что 15 будетъ также дфлить ^5. 
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7. ТЕОРЕМА. 


Корень Һ-й степени числа № только 65 momo случать есть 
число итьлое, кода степени npocmbas множителей ею суть 
числа кратныя h. 


Доказательство. Разложеніемъ числа N п корня ero Л-й 
степени на простые множители находимъ 


Πρ. 
m on т’ п’ i 
МЕ ой y)... VN=u, С. 
Первое изъ этихь уравненій и второе по возведенш ero въ 
степень h даютъ слфдующя два разложенія числа № на npo- 
стые множители: | 


т эп Вт’ o hn! |, hp’ 
ПИ А О Αα ών... 


1 

Но по теореме 5-й эти разложенія должны быть тожде- 
ственны. А потому числа с, Q, у,..... должны быть равны 
числамъ G, Ó, y .... Ш числа т, n, р,.... должны `им®%ть 
равныхъ въ pash hm, hn, hp',.....; послфднее ясно обна- 
руживаетъ, что m, п, p,.... суть числа кратныя h, въ чемъ 
и заключается предложенная теорема. 

Tak» находя число 576 равнымъ 2° 3? и замфчая, что здфсь 
показатели 6 и 2 имфють общимъ дфлителемь только 2, мы 
заключаемъ, что изъ всъхъ корней числа 576 только корень 
квадратный имфетъ значеніе moe. 


8. ТЕОРЕМА. 


Если N разложеншемь на простые множители приводит- 
ся Къ e” Ву... 5 то сумма различныгв дълителей N есть 
GH 4 βπη-}..1 — 1 

а 1 B—1 y—1 
(m= 1) (n= t)(p-+-1).... 


e. n s вуз @ Число {05 ЕСТЬ 


Доказательство. По %-й Teopewb число N, какъ равное 
w” GP... можетъ д®лпться только на числа равныя 0677 ..... 
ГА y 
eo, TAB m < =m, п < =n, р < =p,.... Поэтому seb 
z کر‎ УУЧ 


= & ' Y xu 6 


à - 
ЕТ ΜΑΙ actes 
- К STA νιν ἃ 
8 i δν із 219-9 na : = 
που ων 
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д%лители числа N опредфлятся auasemiaum o" @"'уР'....... 
соотвфтетвующими 
m = 0, 1, 2,..... m— 1, m, 
n —0, 1, 9,..... n—1, n, 
p == 0, ыы... РВ 
и cba. найдутся въ ряд% членовъ, получаемыхъ перемножешемъ 
выраженій | 
a9 4-04 02 ---.. ὃς O ао", 
0 8 8%... ... 4-6": 8", 
y! ys НН, 


€ 2 νο σσ ο αμ ο © ο Фо, ος ν Ρο 


А поэтому сумма дфлителей числа N опредфлится произведенїемъ 
(a-a. Haaa) (4° + G+ В*-н...-н 6" *-н 6"). 
0 2 —1 › 
(у-у-у... АБР А у) ао 
которое равно 
an+ 1 4 p^! — 1 ρε 4 


a—1 Шу з YU AN δα κ, 
ибо 

mY __ 
"yt e оа e e 
n+l 1 
ge + @-- 82 --..... + "t -- в"+= 015, 

ыз 1—1 
өв y+ ر‎ —+.....—+ y" 1 +=" 


. . . . . . LJ . . LJ е . LJ LJ LJ . . . . . LII . . . . е е 


Число же дфлителей № опредфлится числомъ членовъ про- 
изведешя 
(00-002 4-...4-0" a) (68° В-н 8% +... 6" *-н 9”) 
(ауу... р у) а 
или, что одно и тоже, зваченіемъ этого выраженія при c = 1, 
В = 1, γ--!1,..... Сад. ἀπολο дълителей N есть 


(m = t£) п f) (pæ f)... 


WWwW.rcin.org.pl 


ك 11 — 


Tak» для числа 72, равнаго 2°. 3, сумма д%лителей onpe- 

š 4—14 3*—1 
д%Ълится выраженіемъ — * з—1т› "ТО равняется 195, a чи- 
сло дфлителей 72 будетъ (3 + 1) x (2 +- 1), пли 12. Въ cupa- 
ведливости этихъ заключеній мы уб®ждаемся, замфтивъ, что Ab- 


лители 72 суть 


1, 2, 3, №, 6, 8, 9, 12, 18, 2%, 36, 72, 


которыхъ сумма равна 195, a число ux» 12. 


9. ТЕОРЕМА. 


Если № разложенїемъ на простые множители приво- 
дится xo a” 3" yP....., адъ по крайней мърть одно изъ чи- 
сель т, n, р,....есть нечетное; то для числа N возможно 
4 п-- 1) (n= 1) (p = 1). . .различныхь разложенй на два 
множителя. 

Если же ac показатели т, n, р,....числа четпыя; то 


для № возможно 1 (т -+ 1) (п + 1) (р-н 1)... . + 1 такихъ 
разложеній. 


Доказательство. Въ первомъ случа по 7-й теорем н%тъ 
числа, котораго бы квадратъ равнялся N, а потому число Ν не 
можетъ разлогаться на пропзведеніе двухъ мпожителей равныхъ 
между собою m сл®д. всякое разложеше числа № на два mmo- 
жителя опредфлитъ два дфлителя его. Откуда ясно, что число 
разложеній № на два множителя равно половин числа ero gb- 
лителей и CADA. по предыдущей теорем$ оно равно 


$ (п 1) (n= (р-о.... 


Bo второмъ caysab, — въ caysab m, n, p,.... четныхъ, 
въ числ® разложеній Ν ma два множителя будетъ между про- 
чимъ такое, въ которомъ оба множителя равны и которымъ 
слфдовательно опредфлится одинъ д%литель числа N; затфмъ 
BC остальныя разложешя, какъ и въ первомъ случа%, дадутъ 
по два дълптеля. Итакъ, называя черезъ К искомое число pas- 
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ложенй М на два множителя, мы найдемь 1 + 2 (К — 1) 
для числа дълителей № Но по предыдущей Teopewb число ab- 
лителей N есть (m- 1) (n + 1) (р... . Слёдовательно 
12 (К — 1) =(т- 1) (na- 1) (p= 1)....; 
откуда для величины К находимъ 
К = i (mæ 1) (n= 1) (p= l)... .—+ $, 
что и слБдовало доказать. 

Такъ для числа 72, равнаго 27. 3°, число разложеній на 
два множителя должно быть i (3 +1) (2-н 1), пли 6. /Tbii- 
ствительно находимъ мы, что для 72 возможны только ΟΛΈΛΥ- 
ющія 6 разложенш на два множителя 


1:72, 2.36, 3.2}, 4.18, 6.12, 8.9. 


Для числа же 36, равнаго 2”. 3^, число различныхъ раз- 
ложеній на два множителя будетъ ἑ (2 4-1) х (2 1)2- 7, или 
5. Дъйствительно для 36 возможны только слфдующя разло- 
жешя на два множителя 

1.36, 2.18, 3.12, ^.9, 6.6. 

$ 7. Прежде «bw» пойдемъ далђе, мы докажемъ относи- 
тельно дЪлимости чиселъ, составляющихъ ариометическую про- 
грессїю, слфдующую теорему, которая намъ будетъ нужна Te- 
перь m впосл%дствін. 


10. ТЕОРЕМА. 


Если разность прогрессіи есть число простое съ р, а чи- 
сло членовь равно тр; mo 65 такой пререссіи число членове 
дълящится на р есть m. 


Доказательство. Пусть будетъ разсматриваемая прогрессія 
α,4-ι- d, а + 2d, .. ..a +— (mp — 2) d, a + (mp — 1) d, 
rab 4 число простое съ p. Этотъ родъ членовъ разбивается 

на т слБдующихъ: 
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а,ач-а,а--94,....а--(р— 1)4, 
а--ра,а-ера--4а,а:-рйа--24,....а--рач-(р—1)4, 
ο ΣΣ 111. $9902909999900990999909980092099000989980099999999090900989990999999999000909 э» (3) 
апра, a-- npd 4 d, a=- npd 4- 2d,......a 4- пра =- (p—1)d, 
a--(m-1)pd,aA-(m-1)pd 4-d,a-(m-1 )pd-1-2d,....a--(mp-1 )d 
п не трудно убфдиться, что каждый изъ этихъ рядовъ заклю- 
| saerb одинъ членъ дфлящійся на p. Для обнаруженія этого 
раземотримъ рядъ 
а + пра, а + пра + d, а + пра + 2d,....a + пра-н (р -1) d. 


Въ немъ не можетъ быть двухъ членовъ, которые бы при д%- 
ленш на р дали остатки равные; ибо разность такихъ двухъ 
членовъ дЪфлилась бы на р, а въ невозможности этого мы убъж- 
даемся, замфтивъ, что разность какихъ-либо двухъ члеповъ 
этого ряда приводится къ произведению d, числа простаго съ 
р, на число < p, что по 2-й reopewb на р дЪфлиться не MO- 
жетъ. Но если остатки отъ дфлешя 
а +- пра, а + пра + d, a + пра + 24,....а + пра-+ (p—1) d 
на p всЪ различны между собою m CATA. въ числЪ ихъ не MO- 
жетъ быть болфе одного равнаго нулю ; то съ другой стороны 
одинъ изъ нихъ не обходимо будетъ нулемъ; ибо предпологая 
противное и замфчая, что кромф нуля относительно остатковъ 
отъ дЪленія чисель нар можно сдФлать только р — 1 предпо- 
ложеній 
1,2, 3,..... p—1, 

мы должны бы были допустить, что въ YMCA р остатковъ отъ 
дЪленія 
а + пра, а + пра + d, а + пра + 2ᾳ,... .a = пр => (p—1) d 
есть два по крайней м®р% равные, что по доказанному нами He- 
возможно. 

Уб%дясь такимъ образомъ, что въ ряд 
a + пра, а + пра + d, а + пра — 24,.. .а а пра-+ (n—1)d 
и CATA. въ каждомъ изъ (3) число членовъ д®лящихся на р 
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есть’ 1, мы заключаемъ, что во всёхъ т рядахъ (3) число чле- 
новъ дфалящихея на р есть т. Но совокупность вефхъ этих? 
рядовъ, какъ видфли, составляетъ разсматриваемую нами про- 
грессїю 

ал аа, a + 24,.... a — (mp — 2) d, a +— (mp — 1) d; 
откуда m C.rbiyer'b предложенная нами теорема. 

Изъ этой теоремы me трудно вывести слфдующую:' 


11. ТЕОРЕМА. 


Если а число простое само no ceóm и И простое co с, 
mo 65 paga 1, 2, 3....... ,GAN — 1, aAN число членов» 
простых съ А кз числу членов простыл съ А и а omno- 
сится κακο а κο а — 1. 


Доказательство. Въ Арпөметик® доказано, что общій Han- 
больний дБлитель чиселъ А и есть также общий наибольший AT- 
литель числа 4 и остатка отъ дфлешя X πα 4. Отсюда crt- 
ayers, что если Хи Á непмютъ общаго дфлителя, TO п остг- 
токъ отъ двленія X на 4 будетъ число простое съ Á и обрат- 
но, если остатокъ отъ дфлешя X на Æ есть число простое Cb 
А, το X также число простое съ 4. Ho такъ какъ остатокъ 
отъ дфлешя Ha 4 будетъ всегда мене A, то при X простомь 
съ 4 остатокъ отъ дфлешя X на A будетъ всегда одно изъ чи- 
Cerb мёньшихъ съ Á и простыхъ съ 4. Пусть же 

Г ys 270 Se j 
будутъ числа простыя съ 4 и менышя Á; нетрудно onpeai- 
лить видъ числа X, для котораго остатокъ отъ дфлешя на Á 


ГА 


быль бы равенъ одному изъ чиселъ с, α΄, о ....G "7. Tak», 
чтобы найти X, которое при длепіш на А даетъ остатокъ c, 
пусть будетъ т частное отъ дфлешя X на A; прправвивая 
дБлимое првизведенію дфлителя на частное сложенному съ ос- 
таткомъ, мы находимъ для выраженія X слфдующую Формулу: 


Χ-- а + т 4. 
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Также находимъ слфдующя Формулы для чиселъ, которыхъ OC- 


. А / M 
татки отъ дфлешя ua 4 суть œ, 0, .... 00? : 


X — o -- m4; Χ--α -a-m'4,.... X = sC) а тА. 


Итакъ всф числа, которыя при д%ленїп на Æ даютъ остатки 


frr 


равные w, 0”, в ....«\”) и caba. no замфченному нами, суть 


числа простыя съ 4, выразятся такимъ образомъ 
LI 
X —«'-- m А, X= < +m А,Х=е= ч-т А,...Х = oU mO 4, 


Tar» выражаются sc числа простыя съ A. На ocnonaniu 
этихъ Формулъ легко доказать предложенную нами теорему. 

C» этою ц%лїю мы опредфляемъь по этимъ Формуламъ Bc 
числа простыя съ 4 и мёньшія аЙМ, давая въ нихъ буквамъ 
m, m", πι ,.....mV? значешя 0, 1, 2, 3, ит. д. до тфхь 
поръ, пока числа, опредфляемыя этими формулами, не будутъ 
боле aAN. | 

Tags находимъ, что BC числа простыя съ Æ и мёнышя 


аАМ суть 


а,а -- 4, α а А... α΄ -ᾱ- (aN— 1) 4, 
α΄ α΄ Ἢ Αν а А, uu s. uuu uu... ἃ ορ (ΝΕ, 
aya 40" 4 34d, ue α΄. H (aN — 1) 4, 
$09990990€90000900090000909000000000000000040000000000000090000000000 049009000000 0022000000 ОМ: 
a, a 4 4, at + 2А,.......................... и) -ᾱ- (aN — 1)- 4. 


и BcbXb ихъ, какъ не трудно замфтить, счетомъ есть an. 


Теперь не трудно показать число простыхъ чиселъ съ 4 
п а ú въ тоже время мёньшихъ α4Ν. Для этого стоптъ толь- 
ко въ найденпыхъ нами числахъ, простыхъ съ Αἵ, выкинуть 
числа кратныя а; ибо а число само по себ® простое m cra. 
по $ 3 sc числа, me д%ляшїяся на него, будутъ простыя съ 
нимъ. Но по предыдущей теорем въ ряд% 


α,α + 4, & 2A, а ж ЗА... а (aN — 1) 4 
число членовъ д%лящихся Ha а есть №; caa. простыхъ съ а 


зд%сь а N — N, или (a — t) N. Тоже замфчаемъ о прочихъ pa- 
дахъ - 
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α΄ o e 4, α΄ Аал α΄ -ᾱ- (а — 1) А 
+ А, -ᾱ- Да а — (aN — 1)-А, 


, 


и! , 
α ‚а 


77 


ϱο0 9900900500 9009949099 009090 ο нө λα λλ ................... 


αἱ”), αἰ} -ᾱ 4, а“) 4 2 4, аннин 2 (аМ — 1) 4 
Откуда слфдуетъ, что чпселъ мёньшихъ aAN m простыхъ съ 
А п а будетъ (a— 1) Nn. Ho это число къ числу всфхъ чп- 
сель мёныпихъ ΩΑ͂Ν и простыхъ съ α4Ν, которое, какъ ви- 
Aan, есть «Їп, относится какъ а — 1 къ а, что и сафдовало 


доказать. 
Ha основанш теоремъ изложенныхъ нами не трудно ун 
доказать слфдующую теорему: é 


12. TEOPEMA. 


Если N pazaonceniemó на простые множители приводится 


κο o" 8" ур... п’; то число простыть чисель съ N и меньших 


r &—1 Ἴδ- Ἐς Ze t. m—1 


m an, p . 4. 
N есть а" "Р... π'.-- Е : = 


Доказательство. На основанш предыдущихъ теоремъ me 
трудно показать сколько "Ce. b простыхъ съ а, 0, y.....7 
въ pna | 

| 1, E σοι. ο S Eis. 
Дая : этого мы лишемъ этотъ рядъ въ видЪ арнометической npo- 
грессш съ разпостію равною Í такимъ образомъ : 
1,1--1,1-2-2.1,....1-- (0.071 "ур... —9). 

Ha основанш 10-й теоремы мы заключаемъ, что здсь чле- 
повъ дфлящихся на α есть oa" !49"P,........ л”; затфмь 
остальные, числомъ 0 9" у... . n" — a 9" у... . л", или 


о ah .πῸν ami будутъ простыя съ с (cm. $ 3). Итакъ 


въ ряд® 2 
1 1,2, 2 ЧА .. FEAT Ὃν В" y. (UTE 
r α--ἲ 


число членовъ простыхъ съ с есть a" ^ yl iis t 


Отсюда по Mf -ii rTeopewb мы заключаемъ, что число членовъ 
простыхъ съ « п 8, или, что одно n тоже, простыхъ съ npo- 
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о — 17 — 


š α-- 1 B—4 
пзведеніемъ 03 есть o" 8" Р... . m, б; дале по 
той же теорем%, зная, что число членовъ въ pub 


29ο. УЗУР 4 


га 16 —– 4 
. @ В 
димъ, что здЪсь число членовъ простыхъ съ «у есть 


ас BI 

: 3 y E Yeu 
Наконець найдемъ такимъ образомъ, что число членовъ про- 
стыхъ съ αθγ.... π есть 


«—? В 4 π--4 


a 8 7 π 


простыхъ съ с (8 есть 0.8" yP....« ‚ мы нахо- 


а" "ур... „п 


a ge, о" 


Tar» опредъляется число простыхъ чиселъ съ αβθγ....π 
п мепьшихъ c" 6" уР,,..д”. Mo это все равно, какъ бы мы 
разсматривали числа простыя съ N, или 0 8" yP....7"; ибо 
всф простыя числа относительно «”б”уР....л’ суть простыя 
относительно «@у.... m обратно. Въ этомъ мы убъждаемся 
тфиъ, что относительно 03"... . 7, также какъ относитель- 
` HO 08у... .п, всякое число будетъ простое, если въ состав® 
ero н%тъ o, O, y,.....7; въ противномъ же случа оно не 
будетъ простымъ ни относительно 0” 8"? .... л”, ни относи- 
тельно αῶγ....π. 


А — سج‎ -- π--ἱ 
Итакъ a” @"yP.....0 ® Y ROUTER 


число членовъ въ paAÚ 
t αν μα ae 
простыхъ съ ἆ 6"у?.... л", что п сїл®%довало доказать. 
Tax» для опредфлешя сколько чиселъ простыхъ съ 96 и 
меньшихъ 36, мы разлогаемъ 36 на простые множители. Ha- 
ходя, что 36 равно 9", 3%, мы по’ доказанной нами ‘теорем% 


заключаемъ, что всфхъ чиселъ простыхъ съ 36 и менышихъ 36 


есть 2? . 3? -- . --- ‚ um 12. Д%йствительно между вефми 


числами отъ Í до 36 мы находимъ 12 чиселъ 
9 
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Lud 


—18— `. 


1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35 
тростыхъ съ 36; всъ же прочія Ó 
о, 3, x, 6, 8, 9, 10, 12, 1^, 15, t6, 18, 
90, 21, 22, 24, 26, 97, 28, 30, 32, 33, 3^ 
суть составныя. 
Этимъ мы окончиваемъ изложепіе свойствъ чиселъ, необхо- 
димыхъ намъ впослфдетвш п переходимъ къ изслфдованио срав- 


неній. 


ГЛАВА I. 


О СРАВНЕНІЯХЪ ВООБЩЕ. 


Š 8. Теорія сравненій mwbers предметомъ изслфдоваше He- 
опредъленныхъ уравненій, въ которыя одна изъ неизвЪстныхъ 
входитъ въ первой степени. Общій видъ этихъ уравненій есть 

bF(z, у, z,....) = 4du- В, 
rab Е данная Функція, 4 и В извёстныя числа. Такт kakt эти. 
уравненія очень часто употребляются, то для нихъ введено OCO- 
бенное знакоположеше. Не трудно замЪфтить, что при неопре- 
дЪленномъ значенш числа и уравненіе 
Ех, y, 2,....) = Аи + В, 


приводясь къ равенству 
Ё(х, y, 2,..... )2B — 


есть ни что иное, какъ выражеше дфлимости разности F(x, у, z...) 
— В на 4. А потому мы можемъ представить это уравненіе 
такъ 4 
F(x, y, z, ....).— В (мод, A. 

означая вообще знакомъ ==, поставленнымъ между двумя anc- 
лами, д%лимость разности mx» на третье число, которое съ 
словами „мод. поставляемъ въ скобкахъ. 

Tars для означенія, что разность 17 — 5 длится на 3 бу- 


демъ писать 
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17 = 5 (мод. 3). 
Выраженїя вида 


М== N (мод. А) 
извстны noa названіемъ сравненій, чпела М п № сравнимыми 
по модулю 4, число 4 модулемъ сравненія. Сравниваемыя чи- 
сла М, № могутъ имфть значенія п положительныя и отрица- 
тельныя; BO всякомъ случа выраженіе өз. 

M =N (мод. А) , 
будетъ означать дфлимость алгебраической разности М — М на 
А. Число же И, модуль сравнешя, мы будемъ всегда предпо- 
логать числомъ положительнымъ. 

Замфтимъ, что по сказанному нами знакоположенію будетъ 

всегда 


М = ғ (мод. A), 
если г есть остатокъ отъ дфлешя М на 4; ибо называя черезъ 
q частное при д®леніп М ma И m прправнивая дфлимое пр®из- 
веденію длителя на частное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ 
М = 4q + ғ, 
откуда ясно, что разность М m г длится на Αἵ. 
Не трудно также убфдиться въ обратномъ, что если при Ми 
ғ положитольныхъ число г меньше Æ и сравнимо съ M по mo- 


. جه 
дулю 4; то г есть остатокъ OTB дфлешя М на 4; пбо изъ срав-‏ 


: 8 — 
uenia M= г (мод. Аў] выходитъ + Ζ - = q; откуда М = Aq-+r, 


а это уравнеше при r< 4 п r= > 0 обнаруживаетъ въ г 
остатокъ отъ дБлешя М на A. 

Изъ того, что дфлимое сравнимо съ остаткомъ, если дъли- 
тель принятъ за модуль, какъ частный случай, мы выводимъ, 
что если М дфлится на 4 безъ остатка; то 

М==0 (мод. A). 

На основанш этого мы будемъ говорить часто, что число 
сравнимо съ 0 по модулю 4, BMÉCTO того, чтобы говорить, что 
ono abarca на 4. 

$ 9. Изъ понятія, составленнаго нами о сравненіяхъ, "не 


трудно обнаружить въ нихъ слфдующия свойства: 
* 


* 
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1) Два числа, сравнимыя οὔ одним и тъмъ же чисљом 
no какому либо модулю, сравнимы и между собою потому 
же модулю. Въ самомъ bab, если M= N (мод. A), M' =N 
(nod. A); то n M = Μ΄ (мод. A); ибо сравнешя M == М (мод. A, 
предпологаютъ, что Αἱ д%лптъ разности М — N, М’ — Nu cri. 
дЪлитъ разность этихъ разностей. Ho эта послфдняя разность 
есть М — М и д%лпмость ея на 4 выражается сравненіемь 
М== М’ (мод. А). 


2) В» cpaeueniaxs, подобно уравненям5, члены могут быть 
переносимы "35 одной части 65 другую. Такъ если M=- М =N 
(мод. A); το M= № — M (мод. А). Въ самомъ дъл%, сравнене 
М-- М =N (мод. А) выражаетъ дФлимость M~ М — № τα 
4: πο M=- Μ΄ — № равно M— (N— №); д®лимость же этото 
на 4 выражается сравнешемь М == № — Μ΄ (мод. A). 


3) Два или нљсколько сравненій co одним5 и тъмъ же 
модулем могут быть почленно складываемы и вычитаеми. 
Tak» если M= М (мод. A) М = М (мод. А); το М- М = 
А+ № (мод. А). Въ этомъ не трудно убфдиться, замфтивь, 
что сравнешя М = М (мод. 4), М’ = Ν΄ (мод. А) предпологаютъ 
д%лимость разностей M — N, М’— Ν΄ на 4. Откуда слфдуеть 
д%лимость на 4 числа равпаго M— N= (М — №), uan М + M'— 
(Nz N); а это выражается сравненіемъ M = M = (N = Л) 
(мод. A), что и слфдовало доказать. OTB соединешя двухъ сраз- 
неши me трудно перейти къ соединению трехъ, четырехъ ит. д. 


№) Члены сравненія могут быть умножены на одно число. 

Tars, если М == N (мод. A); то М=ЕЁМ (мод. Ay“ Въ самокъ 
abab, по предыдущему свойству, еложивши почленно A одина- 
кихъ сравненй M= N (мод. A), найдемъ КМ == КЇ (мод. A). 
Такъ докажется возможность умножать члены сравнешя на вся- 
xoe цфлое, положительное число. Чтоже косается до умно- 
женія на число отрицательное, то мы замфчаемъ, "TO если 
АМ == КМ (мод. А); то также — КМ == — kN (мод. А); пбо nep- 
вое сравнеше предпологаеть дфлимость числа АМ — kN па 
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A 4: 


4, а это число съ знакомъ — будетъ — k M + k и дъламость 
ero ma 4 выражается сравненїемъ — k M= — kN (мод. A). 
5) Два или нљеколько cpaenemii съ одним» u тъм же 
модулем могут быть почленно перемножены. 
Не трудно убфдиться, что если M == N (мод. 4) n М =N 
(мод. 4); то MM' == NN' (мод. А). Въ самомъ Ai, сравненя 
М == №, М’ = Ν΄ (мод. А) выражаютъ дфлимость чисель M— N, 


M — № на 4. Называя же черезъ 9, 4’ частныя получаемыя. 


при этихъ дфлешяхъ находимъ 


MNM-—N . М’ — № / 


dur WEST Т 


откуда выходитъ 
M-—4q--NM-—A4q--N. 
Эти уравненїя по перемножени даютъ 
ММ’ = Ад + А (9 на N) + ΝΝ’, 
что обнаруживаетъ дфаимость MM — NN πα А, и caba. срав- 
пеніе ММ’ == ММ” (мод. A). 

Если мы перемножимъ такимъ образомъ сравненія М == N, 
M = № (49. А) между собою, пропзведеніе mx» перемно- 
жимъ съ M= № (мод. А) m T. A; то мы дойдемъ до срав- 
uenia ММ'М”....== МММ”... . (мод. A). Предпологая же здъсь 
Ke m om clim N".... m называя черезъ А 
число равныхъ чисель M, М’ ro 
М = Ν΄ (мод. А). На основанш этого легко доказать слфдую- 
щее предложеше: 

6) Значемя цълой функціи co цьлыми коеффищентами 
отв 96γασ чисель сравнимых по какому нибудь модулю срав- 
нимы потому же модулю. 

Такъ, если М==М(мод. А), fac aa" -bat et”... 
rab à, b, c, .... числа цфлыя; το (М) =f (N) (мод. 4). Въ 
самомъ Abb, изъ сравнешя M == N (мод. 4) по доказанпому 
нами сейчасъ выходитъ | 

"== №, М" == N” М" = М" %,.... (мод. A); 
умножая эти сравненія на а, b, €,...:, выводимъ 
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í Ν №, N".... пайдемъ 


Ao ΠΠ. 
aM" = aN”, bM"— = bN” +, eM" == eN" 7? .... (мод. A). 

Эти же сравнешя, будучи сложены почлённо, даютъ 
aM"'-—5 M"— --c M" >.. = ва NU bN" eN”... (мод. А), 
rak замфняя aM" + bM”—1 + cM"? --.....‚ аЙ” + ON” 4 
cIN"—? -+....... черезъ f (M), F(N), имъемъ f(M) = FN) (мод. A), 
что п сл%довало доказать. 

7) Члены сравненїл моутв быть сокращены на μασ οὔ- 
щаго множителя, если IMOM множитель число простое с» 
модулем. | 

Такъ, если kM= kN (мод. А), rab К число простое съ 
4; το M == № (мод. А). Въ самомъ дфлЪ, сравпеніе АМ == ΚΝ 
(мод. А) предпологаетъ дФлимость kM — KN, nan k (М — №) на 
А. Но при k простомъ съ 4 по 2-й теорем% это предпологаетъ 
дфлимость М — № на A, а это выражается еравненіемъ М == N 
(мод. А). 

8) Если одна часть сравненія и модуль дълятся на жа- 
кое нибудь число; mo на тоже число должна дьлитьсля и 
другая часть сравненія; иначе сравнеше не возможно. 

Tars, если М == KN (мод. КА), то М дълится на К. Въ ca- 
ΜΟΝ» Abb, это сравнеше предпологаетъ, что разность М — k N 
дЪлитея па КА. Называя же черезъ q частное отъ этого Al- 
os LET = q. Откуда выходитъ M = k (N = Aq), 
"TO обнаруживаетъ д®%лимость M на k. 

9) Общий множитель членове сравненія и модуля можеть 
быть сокращен. 'Такъ если КМ = kN (мод. КА); то M = М 
(мод. 4). Въ самомъ aab, сравнеше KM == АМ (мод. КА) npea- 


К ΚΗ — kN 
пологаетъ дфлимость AM — kN πα КА; πο A RU 
AT 


ся къ "№, дълимость же M — N ua 4 выражается сравне- 
ніемъ M= N (мод. A). | 

10) Два числа, сравнимыя по двум5 или нюскольким5 MO- 
дулям5 простым между собою, сравнимы и no произведеню 
итв. Taks, если M == N (мод. 4), М==М (мод. А”), rab 4, 
α΄ числа простыя между собою; то М==М (мод. 44^). Въ 


: M 
лешя, имфемъ 


приводит- 
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самомъ abab, сравненїя M == № (мод. А), M=N (мод. A y 
предпологаютъ дфлимость М — N ua Чи’. Но при A ıi 4΄ npo- 
стыхъ между собою эта дфлимость (теор. 3) предпологаетъ 
дфлимость М — М на произведеніе 44’, что выражается срав- 
неніемъ М == М (мод. 44). На основанш этого, имфя нЪсколько 
сравненій М == (мод. A), М == N (мод. А”), M = N (мод. 4)...., 
rab Bc числа 4,4, А”,...суть простыя относительно другъ друга, 
мы изъ соединенія двухъ первыхъ находимъ М==М (мод. АА”); 
соединяя же это сравнеше съ M= № (мод. И’), получаемъ 
M = № (мод. ИАА”) штакъ дале, въ чемъ и заключается пред- 
ложенная нами теорема. 

11) Не нарушая єравненія модуль можеть быть замњ- 
HENS числомь, на которое ons длится. Такъ, если М == № 
(мод. AA); то М == N (мод. 4). Въ самомъ abab, умножая sie- 
ны этого сравнешя на Α΄, найдемъ AM = 4N (мод. 44). Но 
по замфченному нами свойству сравненій (см. n? 9) общ Maou- 
тель членовъ серавненія и модуля можетъ быть сокращенъ. Co- 
крашая “же въ сравненш Α΄ M == 4 N (мод. AA) множитель 4^, 
находимь М == N (мод. 4), что и слфдовало доказать. 

Bors главныя свойства сравненій двухъ чисель между ο0- 
бою; эти свойства послужатъ намъ для рЪшешя сравненій, sa- 
ключающихъ одно или нфсколько неизв®стныхъ. [Къ этому мы. 
теперь m приступамъ. 

10. Мы видли, что въ сравненіи члены могутъ быть пе- 
реносимы изъ одной части въ другую. Предпологая же ΒΟ 
члены перенесенными въ одпу часть сравненія, мы приведемъ 
ero къ BHAY | 

f (2, у, 2,....) ==0 (мод. p), 
гд f какая нибудь Функція, р данное число, принимаемое за MO- 
дуль, ἃ, у; ἕν .... числа неизвЪстныя. 

Изсл%дованія паши мы начнемъ съ простЪйшихъ сравненій, 
съ еравненій, заключающихъ одно неизвестное и сначала pas- 
смотримъ TOT случай, когда Функція, входящая въ сравнене, 
есть цілая съ цфлыми коефФиціентами. р 45 


SN 
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Μπ... 


Ограничиваясь сравненїями этого вида, мы докажемъ для 
нихъ слфдующшую теорему: 


13. ТЕОРЕМА. 


Если сравненію [в =: 0 (мод. р) удовлетворяет ὦ = а; 
то ему удовлетворяют5 и всњ числа сравнимыя Có а по MO- 
дулю р *). | 

Доказательство. Въ самомъ abat no свойствамъ сравнений, 
замфченныхь нами въ предъидущемъ параграф (см. raw» n^6), 
изъ сравнешя Х = а (мод. р) выходить fX == fa (мод. р). Но 
а по положенію удовлетворяетъ сравнению fz == 0 (мод. p), cba. 
fa= 0 (мод. р), а въ этомъ случа% no n° 1 предыдущаго na- 
раграха изъ сравнешя fac == fa (мод. p) выходитъ {Ξ0 (мод. р), 
"TO п слфдовало доказать. αἰ 

$ 11. Мы вид%ли, что если Æ ECTE число удовлетворяюшее 
сравпепїю fr = 0 (мод. p); то ему удовлетворяютъ u Beb чи- 
сла сравнимыя съ а no модулю p. Посмотримъ теперь raris 
же числа будутъ сравнимы съ а по модулю p. Для этого мы 
припомнимъ, что числа, сравнимыя между собою по моду- 
лю р, суть Tb, которыхъ разность длится на p безъ остат- 
ка; поэтому X будетъ числомъ еравнимымъ съ @ HO модулю 
p, если разность mx» дфлится на р. Называя же частное 


. - α-- X 
отъ д%ленїя а — X на p черезъ JV, мы пайдемъ ее =N; от- 


куда Х =а— р N. Воть общая Формула. всфхъ чисель срав- 
нимыхъ съ а по модулю р. Давая здфсь числу № различныя 
величины какъ положительныя, такъ п отрицательныя, мы най- 
демъ безконечное множество чиселъ, сравнимыхъ съ а по MO- 
дулю p. Но изъ вс®хъ чисель сравнимыхъ съ а по модулю p 
особеннаго внимашя заслуживаютъ два числа: 1-е) число по- 
ложительное наименьшее изъ всфхъ чисель сравнимыхь съ а 
по модулю р; оно извЪстно подъ назвашемъ наименьшаю NO- 


() ЗдЪсь и вездЪ въ послЪдствш ΠΟΛ» знаками fx, Ех, фх,..... мы будемъ 
разумфть цфлыя Функціц съ цфлыми коеффищентами. 
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ложительнаю вычета числа а no модулю p; 2-е) число отри- 
цательное, котораго численная величина менфе численной величины 
BCbX'b отрицательныхъ чиселъ, сравнимых съ а по модулю р; такое 
число извЪстно подъ названіемъ наимёньшагю отрицательнаю 
вычета числа а по модулю p. Rpowb того мы будемъ отличать 
особеннымъ именемъ обсолютно MAAMO вычета числа а по модулю 
р тотъ изъ наименьшихъ вычетовъ положительный или отрица- 
тельный, который имфетъ наименьшую численную величину. Въ 
случав равенства численныхъ величинъ напменьпаго положи- 
тельнаго вычета числа а по модулю р и напменьшаго отрицатель- 
наго вычета его мы за обсолютно малый вычетъ числа а по 
модулю p можемъ безъ различя принимать TOTE или другой 
изъ наименьшихъ вычетовъ и мы будемъ говорить, что въ этомъ 
случаЪ обсолютно’ малый вычетъ числа а по модулю р имфетъ 
AB величины. т 

По eopuyrá X = а — Np, опредфляющей все числа срав- 
нимыя съ а по модулю p, не трудно найти п напменьшій по- 
ложительный вычетъ d по модулю p и наименьший отрицатель- 
ный вычетъ его. Для этого мы уравненіе X = а — Np пишемъ 


ч a 
такъ X= p G — N); откуда BHAHO, что наименьшая числен- 
пая величина X соотвфтствуетъ значеніямъ № наиближе подхо- 
а * ; 
аящимъ къ —; притомъ видио также, что X будетъ им%ть zua- 


чеше положительное пли отрицательное, смотря потому бу- 


детъ ли № менфе или бол%е ч%мъ y 


Итакъ напменышїй положительный вычетъ числа а no моду- 
лю p опред%лится mo Формул®% а — Np, когда за М мы возмемъ 


a а 
число наиближе подходящее къ 7’ HO не превосходящее pi 


кое число, очевидно, при аположительномъ мы найдемъ въ ча- 
стпомъ, для а на p m пренебрегая остаткомъ. Откуда ясно, 
"TO напменьшій положительный вычетъ по модулю р числа по- 
ложительнаго мы найдемъ въ остаткф отъ дфлешя его на p. 
Такъ дая опредфленёя напменьшаго положительнаго вычета 23 
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по модулю 7, мы будемъ имфть Формулу 23 — 7N, rab за № 
должны будемъ взять цфлое число, получаемое при д%леши 23 
на 7. Выполняя это д%леніе находимъ, что здЪеь № — 3. A- 
лая N= 3 ‘въ Формулъ 23 — ΤΝ, находимъ, что 2 есть nam- 
меньшій положительный вычетъ 23 по модулю 7. 

Также для наименыпаго положительнаго вычета — 2 по MiO- 


дулю 5 находимъ Формулу — 2 — 5N, rab за № должны взять 
число наиближе подходящее къ = но не превосходящее — 2. 
Такое число есть — 1; c.rba. искомый вычетъ ecTb — 2 4 5 = 3. 
Не трудно уб%диться, что всегда малый положительный вы- 
четъ а по модулю р меньше р. Это сафдуетъ изъ сказаннаго 
нами объ опредфлеши ero. Мы sugban, что онъ опредфляется 


Формулою а — Np, rab № есть цфлое число папблпже подходя- 


а 
щее къ = а потому о < Í и cuba. 
с 
α--- р = р (=) < р. 
Для опредфлешя нанменьшаго отрицательнаго вычета числа а 


по модулю р, мы должны въ Формул а — p №, ши р € —N) 


& 
принять за М число, которое бы было больше š и напближе 


> 


HO, мы получимъ, если, дфля а на р, дробь частнаго замфиимъ 
единицею. Tak» наименьший отрицательный вычетъ числа 23 по 
модулю 7 опредфлатся Формулою 23 — TN, rab за N должны взять 


а 
подходило къ p? такое число при а положительномъ, очевид- 


1 2 
намъ №= % m по Формуле 23 — 7. № находимъ, что наимеёнь- 


шій отрицательный вычетъ числа 23 по модулю 7 есть 23 — 7.%, 


93 : 9 9 
частное T === 3 -- —, замфнивъ единицею дробь ΓΣ это дастъ 


или — 5. 

Опред%.швши напменышїй положительный вычетъ п напмёнь- 
шій отрицательный, мы легко узнаемъ тотъ изъ нихъ, который 
долженъ быть принятъ за обсолютно малый вычетъ. Но его 
также можно опредфлить непосредственно на основанїп Форму- 


лы а — Np, nan р f — N). Дая этого стоптъ только выбрать 
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. a T 
значеше № такъ, чтобы = — № имло папменыпую численную 


величину; такое значеше Ν мы, очевидно, найдемъ, опредфляя 
а 
частное — и откидывая въ немъ дробную часть, когда она 


меньше i или замфняя ee единицею, если она боле i. Если 


а 
же дробная часть P больше f и не меньше 1; TO мы ee 


HO произволу можемъ шли откинуть или замфнить единицею; въ 


томъ и другомъ случа$ численная величина Ut N будетъ рав- 
на j. Такъ для опредфлешя обсолютно малаго вычета 23 по 
модулю 7, мы должны въ Формулв 23 — 7. № принять за N 
частное 23 — ἃ + 2, откпнувши дробь 7. Это даетъ намъ Ν---3 
п слБдовательно искомый обсолютно малый вычетъ будетъ 
23 — 7.3 = 2, 

Напротивъ при опредъленіп обсолютно малаго вычета 25 
по модулю 7, мы возьмемъ въ Формул 23 — 7, № за N част- 
ное 25 = 3 ~ 1, замфнивъ единицею дробь +. Это дастъ намъ 
№ = 1 п для величины пскомаго вычета найдемъ 25 — 7. 4 = — 3. 

Изъ сказаннаго нами сафдуетъ, что при опредфленш обсо- 
лютно малаго вычета по формул а — № p, мы за М принама- 
емъ число, котораго разность съ. будетъ имфетъ численную 
величипу не боле 1. А потому обсолютно малый вычетъ числа 
а по модулю р, опредфляясь эфФормулою а — Np, пли Р(=— N) 
£. 

' 2 
12. Разсмотрфвши чисйа, сравнимыя съ а по модулю р, 


будетъ имфть численную величину не превосходяшую 


обращаемся къ pbmenim сравнешя fe == 0 (мод. p). 

Мы вид%ли, что если этому сравненію удовлетворяетъ d, TO 
ему удовлетворяетъ и всякое число X, для котораго имфетъ wbcro 
сравнеше Х==а (мод. p). Этихъ чиселъ безконечное множество; но 
BCT они, сравнимыя съ однимъ и тъмъ же числомъ а и слфдоват. 
между собою по модулю p, принимаются за одно р®шенїе сравненія 
fx = 0 (мод. p). По этому мы будемъ говорить, что сравнеше 
fx == 0 (мод. p) mers одно только ръшеніе, если ему удов- 
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летворяютъ только числа, для которыхъ х == а (мод. р); мы бу- 
демъ говорить; что сравненіе а 0 (мод. p) имфетъ два pt- 
menis, если ему kpowb чиеелъ, опредъляемыхъ сравненіемъ 

æ == а (мод. p), 
удовлетворяютъ другія, получаемыя изъ сравнешя 

== а, (мод. p), 
гд а не = а, (мод. р). П вообще мы будемъ говорить, что 
сравнеше fe = 0 (мод. p) им%етъ п ршеній; если ему удовле- 
творяютъ только числа, опредфляемыя сравнешями 

L= l, = l, m= a,,.. $ X= a, _ , (мод. p), 

TAB а, αι, d,,....4, , суть числа не сравнимыя между собою по 
модулю р. Ha основанш этого мы докажемъ слфдующую теорему: 


ТЕОРЕМА. 


Cpaenenie [їс == 0 (мод. р) имъетв столько ръшеній, сколько 
чисель 65 рядъ 0,1,9,....p — 1 ему удовлетворяет5 и если 
эти числа суть а,, 9,4, .... 0,5 ποσα, S u,, z == о, 
. . e. d = о, (мод. p) суть рюшешя сравненія fa == 0 (мод. р). 

Доказательство. Въ Š 10 ΠΑΛΙ, что если αμ, αν, ἄρ... .ᾱ, 
удовлетворяютъ ‘сравиенію f == 0 (мод. р); то ему уловлетро- 
ряютъ m gch числа, опредъляемыя сравнешями 

ХЕ, === 0,; 0 == 0,,..;. .2== 0, (M00. p). 

Ho не трудно доказать съ одной стөроны, что кром% этихъ чи- 
селъ нфтъ ни одного удовлетворяющаго сравпешю {0-50 (мод. p), 
а съ другой, что числа αι, αρ G; ««ᾱ He сравнимы между 
собоютпо модулю р; откуда по s о нами o wmcrb р%- 
шеній сравненія fa == 0 (мод. p) m будетъ сафдовать предло- 
женная теорема. 

Для доказательства перваго предположимъ, что какое” либо 
число A удовлетворяетъ сравненїю fe == 0 (мод. р), пе удовле- 
творяя ни одному изъ слфдующихъ: 

z ==, ὥξα, TE lge o o o a CE o, (M00. p). 

Если А удовлетворяетъ сравненїю fe == 0 (мод. p); το по 

$ 10 будетъ удовлетворять ему и всякое число, сравнимое съ 
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HIMD по модулю p m слфд. напменыпій положительный вычетъ 
ero. Называя этотъ вычетъ черезъ o, мы будемъ имфть 

A == о, Қо) == 0 (мод. р)...........................(%) 
п c, какъ наименьший положительный вычетъ 4 по модулю p, 
будетъ заключаться въ ряд% 0, 1, 2,....р — 1. Но если e заклю- 
чается въ этомъ PAA и удовлетворяетъ сравнению Де — (мод. p); 
TO G есть одно изъ чпселъ αι, €, ᾱ,,.....4} ибо по положению 
€,, €,, αμ. αμ суть едппствепныя числа ряда 0, 1, 2,.....p —1 
уловлетворяющія сравнению fæ == 0 (мод. р). Ho это невозмо- 
но; ибо по (1) A удовлетворяетъ сравненйб a == с (мод. p), 
между тъмъ какъ по положенію оно не удовлетворяетъ HH од- 
ному изъ сравненй 

L к= о,,-@==о„,....й == o, (мод. p). 

Переходимъ теперь къ доказательству, что числа о, с,,....0, 
не сравнимы между собою по модулю р. Для этого допустимъ 
‚ противное; пусть будетъ o, = о, (M00. р). Изъ этого сравне- 
шя сафдуетъ дЪфламость c, — ἂν Hà p, что не возможно; ибо 
«ү, €, числа положительныя 4 и каждое изъ нихъ меньше p, 
всл®дствїе чего разность mxp GyAeTb имфть численную величину 
меньше p и слфдовательно не дфлимую на р. 

Tak» убЪждаемся мы въ справедливости теоремы, нами 
предложенной. 

Чтобы показать приложеше этой теоремы возмемъ еравне- 
nie 25 —а — 1 == 0 (мод. 5). Внося сюда вмъсто г числа 0, 
1, 2, 3, №, мы убеждаемся, что только 2 удовлетворяетъ раз- 
сматриваемому сравненію. Откуда заключается, что это срав- 
nenie mwberb одно рфшеше 2 = 2 (мод. 5). 

'Такимь же образомъ для сравнешя a? — З == 0 (мод. 11) 
паходимъ два рёшешя 2 = 5, а == 6 (мод. 11); разсматривая 
же сравнеше 2” — 11 = 0 (мод. 3) убъждаемся, что оно не 
пифетъ ни одного рышешя. Зам 


WWW.rcin.org.pl 


MUN NONE 
ГЛАВА. II 


О CPABHEHIH ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 


13. Общ видъ сравнешй первой степени есть 
ax — b = 0 (мод. p), 

гд® a, b kakia нибудь числа положительныя или отрицателыныя; 
р число положительное. Сравпенїя этого вида представляютъ два 
случая существенно отличныя одинъ отъ другаго; пхъ мы pa3- 
смотримъ отд%льно. Первый случай это когда а m р числа OT- 
носительно другъ друга простыя; вторый, когда они пм%хотъ 
общаго множителя. Мы начнемъ съ перваго случая а и p mpo- 
стыхъ между собою m докажемъ слфдующую теорему: 


15. ТЕОРЕМА. 


Сравнеше ах — b == 0 (мод. p) при а простом cs р u.ureems 
вседа одно ръшеніе. 


Доказательство. ЇЇзъ доказанпаго “нами въ параграхЪ 12 
о числ р%шенїй сравнешя fæ == Q (мод. р) слфдуетъ, что срав- 
nenie ах — b == 0 (мод пифетъ. столько рфшешй, сколько Ha- 
ходится въ pAA 0, 1, 2. ...p— 1 чиселъ, ему удовлетворяю- 
щихъ, пли, что одно и тоже, сколько въ рядв а.0 — b, a.1 — b, 
а.2 —6,.... dp — 1) — b чисель дфлящихся на p. Но какъ 
эти числа составляютъ арпөметическую прогресеію, которой 
разность есть а, число простое съ р по положению, число же 
членовъ равно p; то по 10-й теорем здесь будетъ одинъ членъ 
дфлящися на р. CBA. въ едфланномъ нами предположенш срав- 
nenie ат — b = 0 (мод. p) имфетъ одно рышеше, что и сл$до- 
вало доказать. К 

Уб%дившись такимъ образомъ, "TO въ разсматриваемомъ Hà- 
мп случа% сравнеше ax —6==0 (mod. p) имфеть одно р®ше- 
ше, мы покажемъ теперь, какъ найдется ono. Въ настоящее вре- 
мя извЪстно нЪсколько способовъ рЪшать сравнеше qz. — 6 — 0 
(мод. p); замфчательийише пзъ нахъ мы A въ посл®д- 
ствїп, говоря O свойствахъ чиселъ, Ha которыхъ OHH основы- 
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ваются. ЗдЪсь же замфтимъ, что сравнеше ax — b == 0 (мод. p) 
можеть быть pbmeno по способу предлогаемому въ Алгебр% 
для рфшеня неопредфленнаго уравнешя 42 — pz = б, отъ KO- 
тораго сравненіе аш — b == 0 (мод. p) отличается только знако- 
положеніемъ. Д%йствительпо, сравнеше az — b == 0 (мод. р) 
есть ничто иное, какъ выражеше д®лимости ах — b на р, что 


можетъ быть представлено уравненіемъ — — д" z, предполо- 
гая z произвольнымъ ц%лымъ числомъ. Откуда для опред%ленія. 
а п z получаемъ уравнеше ах — pz = b. 

H такъ рёшешемъ уравненїя 4х — pz = b опред%лятся зна- 
venia a, удовлетворяющія сравненїю aa — b = 0 (мод. p). Эти 
зпаченія 2, какъ H3BÉCTHO, выражаются такъ: а==@-єпр, ΓΑ. 
« одна изъ величинъ 2, способная удовлетворить уравненію 
ax — pz = b, n число произвольное. По принятому нами знако- 
положенію мы ΒΜΈΟΤΟ того, чтобы писать 2 = & + np, предпо- 
_ логая п пропзвольнымъ числомъ, можемъ написать 2 == (мод. p) 
и въ этомъ видф мы будемъ всегда представлять рёшене срав- 
nenia ax — b = 0 (мод. p). 

Наприм®ръ, имфя для ршенія сравненїе 72:— 3-0 (мод. 10), 
мы возмемъ уравнеше 72 — 10z — 3. Paa это уравненіе, мы 
найдемъ для значешя 2 и z такія выражешя 2 = 9 —+- 10n, 
z = 6 -+ Tn; откуда для р®шенїя сравненїя Tæ — З == 0 (mod. 10) 
получаемъ 


ac = 9 (мод. 10). 

$ 1%. Ha основанін доказапныхъ нами теоремъ относитель- 
но сравненій вообще m въ особенности относительно сравненій 
вида 42 — b == 0 (мод. p) могутъ быть доказаны ABÉ любопыт- 
ныя теоремы относительно чиселъ, которыя послужатъ намъ 
также для рышешя сравненій первой степени. Этими-то свой- 
ствами чпселъ мы теперь п займемся. 


16. ТЕОРЕМА. 


Если р число простое и не дљлитљ а; то aP —1 == 1 (мод. p). 
Доказательство. Пусть будутъ г, r, ry... r, наимень- 
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mie положительные вычеты чиселъ 14, 2a, За,.........(р—1)а 

по модулю p; они будутъ удовлетворять сравпеніямъ 

1a == гү, 2а = г, За = Pp ...... (p—1) а==г„_ (мод. p). (5) 
Перемножая эти сравненїя между собою, мы найдемъ. 


1.2.3.....(р— 1) а == рур... Πρ. ι (мод. p)............. (6) 
Но нетрудно уб®диться, что произведешя 
1.0.8... (раі); а rg iiti rj 


равны между собою. 

Для этого мы замфчаемъ, что r,, Г», Fzt. Ppp KARD HAN- 
меныше положительные вычеты чиселъ 1a, 2a, За,.....(р—1)а 
по модулю р, могутъ uwbTb только значенїя 


0, 1, @, ene p — 1. Z 
Притомъ ни одно изъ нихъ не можетъ быть нулемъ; ибо въ 
противномъ’ случа сравнеше (6) предпологало бы дЪфлимость 


1.2.3.........(р — 1) a^^! 


на p, между тъмъ какъ 1, 2, 3,.......p — 1 п а числа простыя 
съ р. | 

И такъ числа г, r, Dos, Q, Могутъ имфть только зпаченія 

í, 2, 3,........р— 1. 

Но между числами r,, rj, Papere рз He можетъ быть 
двухъ mwbiomuxb одну и ту-же величину; ибо предпологая 
r, =r, =b, мы по (5) имфли бы 

ma zb, ua == b (мод. p), 
rab ти № два числа изъ ряда 1,2, 3,....p — 1, и слфд. для 
сравнешя qa == (мод. р) нашли бы два рЪшешя 

а == m, x = u (мод. р), 
что не возможно. ° » ` 


> 


Отсюда слфдуетъ, что въ составъ ряда 
Гү, Tay Пора 
могутъ входить только числа 
1, 2, 3,.......р —1 
п каждое только по OAHOMy разу. 
Ho такъ какъ въ рядахъ 
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Pis Py РР р 

$, 8, 3, p md 
одинакое число членовъ; TO въ первый должны входить вс% 
вторые, слд. эти ряды составлены изъ однихъ и тфхъ-же’ чи- 
селъ H притомъ взятыхъ по одному разу; а потому препзведе- 
Hie членовъ перваго ряда равно произведенію членовъ втораго. 
Уб%дясь въ этомъ, мы можемъ въ (6) замфнить произведеше 


Гугун. Πρι Произведешемъь 1.2.3.......(р— 4). 
Такимъ образомъ находимъ 
1.2.3......(р — 1)a^ = 1.2.3.......(р — 1) (мод. p). 


Но члены этого сравнешя могутъ быть сокрашены на 2, 3, 
....р— 1; ибо всЪ эти числа, будучи меньше p, будутъ OT- 
носительно его простыя. Выполнивъ же эти сокращенія, найдемъ 

a7 1 = 1 (мод. p), 
что и сл®довало доказать. | 

Tags для p = 7, a= 2 будетъ 2" ^ == 1 (мод. Т), въ спра- 
ведливости чего мы убЪждаемся, зам®тивъ, что 2° равно 6^ п 
6% == 1 (мод. Т). 

Эта теорема есть одна изъ зам%чательнЪїшихъ въ Теорш 
чпселъ и пмфетъ весьма важныя приложенія. Она открыта Pep- 
матомъ; но предложена имъ была безъ доказательства. Первый, 
усп®вшій ее доказать, былъ Ейлеръ; онъ же даль слфдующую 
теорему болфе общую. 


17. ТЕОРЕМА. 


Если n означает» сколько чисель простыа%в съ N и мень- 
 iuuxo N и а число простое съ № mo a" == 1 (мод. N). 


Доказательство. Называя черезъ N,, N,,....N, числа простыя 
съ N m менышя N, чрезъ r,, г,„,.........'„ напменыше положи- 
тельные вычеты чиселъ αἰ, aN,,....aN, по модулю N, им%емъ 

| aN, = ғ,, aN, = r;,......aN, == Г, (мод. N),..................('T) 
что по перемноженш даетъ 


N,N,....—.N, аР. (nod: N... ХВ) 
E 28 
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Ho не трудно убЪфдиться, что произведенія N,N,............V,, 
rra, равны. 

Tak» какъ r,,r,....", суть наименьшие положительные Bbl- 
четы чисель αΝ,, aN, .......аМ, по модулю №; то они могутъ 
имфть только значенія 

0,4, ών Ter б 
и изъ этихъ значеній для r,, Γον /з,........'„ Возможны ТОЛЬКО 
Tb, которыя ue имфютъ общаго множителя съ М; ибө сравне- 
не (8), котораго первая часть состоитъ изъ произведешя про- 
стыхъ чиселъ съ N, предпологаетъ, что Ми r,, ry 
не имфютъ общаго aureas. 

Отсюда слфдуетъ, что для гү, Г», Dye, возможны толь- 
κο значенія 

М, N 

Притомъ между числами r,, 7 


w 
ja Гз›--.....", He можетъ быть 
двухъ равныхъ между собою; ибо при равенств$ r, = r, = b 
мы по (7) имфли бы 
аш = b, am == (мод. N), 
rab m, u два kakia нибудь числа изъ ряда 1, "Wm ὅς п 
сл®д. для cpapneuia: ax = b (мод. №) мы нашли бы два pme- 
нїя, что не возможно. 
Отсюда слФдуетъ, что въ составъ ряда 
Ë T Λι, Try s sa 
входятъ одни лишь числа 
NN 4..6 
п каждое только по одному разу. Ho какъ въ этихъ рядахъ 
одпнакое число членовъ; TO въ первый должны взойти вс®% 
числа втораго и caba. эти ряды составлены изъ однихъ и тфхъ 
же чпселъ, притомъ взятыхъ по одному разу, а потому ΠΡΟΠΟ- 
BeAeHie чисель перваго ряда равно. произведению чиселъ втораго. 
Уб%дясь въ этомъ, мы можемъ въ (8) произведен r,r,.....r, 
замфнить произведеніемъ JV,N,......V,. Такимъ образомъ maxo- 
димъ 


N,N,......N, а" == N М, .......N, (мод. N). 
we. 


E 


p NS 
а 
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Ho зд®сь члены сравненїя могутъ быть сокращены Ha общихъ 
множителей N,, №,,.......№,; ибо числа эти суть простыя съ X. 
Выполнивъ же эти сокращенія найдемъ 


а” == 1 (мод. №), 


что и слфдовало доказать. 

Tags если М=20, a= 3; то по 12-й теорем для Be- 
личины n, означающаго сколько простыхъ чпселъ съ 20 и мень- 
шихъ 20, находимъ 8 и по доказанной нами теорем будетъ 
3° == 1 (мод. 20). Въ справедливости этого сравненія мы убЪж- 
даемся, находя, что 3° == 6561 m 6561 == f (мод. 20). 

S 15. На основані этихъ теоремъ не трудно найти рБше- 
uie сравненія a% — b = 0 (mod. р), гд® а по прежнему npes- 
пологаемъ простымъ съ p. 

Начнемъ съ частнаго случая р простаго. Такъ какъ а по 
положенію число простое съ р и р само по себф простое; TO 
а ue дЪлится на р (S 3) и по теоремъ 16-й, которую везд%. 
puoc.rbacTBim будемъ употреблять подъ пменемъ теоремы Pep- 
матовой, будетъ имфть ΜΈΟΤΟ сравнеше 4” 7 == 1 (мод. p), что 
по умноженш на 6 можетъ быть такъ представлено 

а. ba"? — b = 0 (мод. p). 

Сличая же это сравненіе съ даннымъ дая р®шенїя ат — 6 ==0 
(мод. р), мы замфчаемъ, что послфднему удовлетворяетъ 2 = ba^ 23; 
а потому р®шеніе его представится Формулою 

а == ba^ (мод. p). 

Tars опред%ляются рЪшенія сравненія 

ax — b = 0 (мод. p) 
при p простомъ и недфлящемъ а. 
Ha примфръ для ръшенія сравненія За — 8 == 0 (мод. 5) 
найдемъ 
x = 8.35—2 (мод. 5), 
mna 
æ = 216 (мод. 5). 


Это р®%шенїе сравненія 3% — 8 == 0 (нод. 5) мы можемъ 
ж 
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представить проте, зам®няя 216 ero наименьшимъ положитель- 
нымъ вычетомъ по модулю 5. Такъ находимъ 

а == 1 (мод. 5) 
для pbmenia сравнешя 32 — 8 == 0 (mod. 5). 

Переходимъ теперь къ р®шенїямъ сравненій, которыхъ MO- 
дуль число составное. Пусть дано будетъ сравнеше ax —6==0 
(мод. №), rak М какое нибудь число, число же а, какъ npes- 
пологали, простое съ М. По теорем Ейлера (теорема 17) мы 
будемъ имЪфть 

а” = 1 (мод. №), 
означая черезъ п сколько чисель меньшихъ № и простыхъ съ М. 
Это сравнеше по умноженш на 6 можетъ быть такъ пред- 
ставлено 
a.b а" — b = 0 (мод. №). 
Cansaa это сравнеше съ даннымъ для ръшенія ax —b= 0 (мод. №), 
находимъ, что ему удовлетворяетъ 
x ba"! (мод. М). 

Что косается до значешя n, опредфляющаго сколько чнсель 
простыхъ съ Ν m меньшихъ N, то по 12-й теорем® мы ero 
легко найдемъ. На основан этой теоремы мы находимъ, что 
п равно 
«—1 β- 1 y—1 

а В 7 
если № разложешемъ на простые множители приводится къ 


a gn... 


> 


a” B yP ............ Такимъ образомъ мы уб®%®ждаемся, что вообще 
ръшеніе сравненія 
ax — U, == 0 (мод. а” 8" yP......), 

TAB «©, P, γ,...... различныя простыя числа, опредфляется crb- 
дующею Формулою 
gba PY --. > š ; ei Sr end (мод. e” GP...) 

Tak» для рфшешя сравнешя 22 — 7 = 0 (мод. 15), rab 
15 = 3.5, находпмъ 


3-1 5-1 
کي‎ 7,2 3.5 зр" 1 (мод. 15), 
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пли 
а == 896 (мод. 15). 
Замфняя же зд®сь 896 его наименышимъ положительнымъ Bbl- 
четомъ по модулю 15, мы это сравнеше представимъ такъ 
æ = 11 (мод. 15). 

Этимъ мы окончиваемъ изсл%дованїя сравненій первой сте- 
пени, въ которыхъ модуль и коеффищентъ неизвфстнаго суть 
числа относительно другъ друга простыя и переходимъ къ TO- 
му случаю, когда эти числа имфютъ общаго множителя. 

S 16. По свойству сравпеній, показанному нами въ Ñ 10, 
сравнеше 42 == (мод. p) не возможно, если а и p пмъютъ 06- 
щаго множителя, который не дфлитъ б. Откуда слфдуетъ Ta- 
кая теорема: 


18. ТЕОРЕМА. 


Сравнеше ax = b = 0 (мод. p) не uwmemo рьшеня, если 
общій множитель а и p не дълить b. 


. Tar» убЪфждаемся, что сравнешя 20x — 7 == 0 (мод. 15), 
ба — 5 = 0 (мод. 9) не имфютъ р®%шенїя. š 
"i Обращаемся теперь къ сравнешямъ вида da — b == 0 (мод. p), 
да общіе множители а m p д%лятъ b. Дая этихъ сравненїй 
докажется сл®дующая теорема: 


19. ТЕОРЕМА. 


» ' 
сли а и p имъютә общим5 наибольшим5 дълителемг d п d 


дюлить b mo сравнеше ax — b == 0 (мод. p) имъетъ d ръшеній, 


~ которыя Moiymo быть mars представлены: £ = о, ta b 
бї 9 ne: РЫЯ ; 
2 == т Š > ) (мод. р), 10b α есть число «Lu не < 0, 


довлетворяю сравнені 
y ряющее p вненію = š 


а 5 0 (мод. £). 


Доказательство. Если d есть общій напбольшій дфлитель 
` чисель а пр п на него длится b; то еравненіе 
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ax — b == 0 (мод. p) 


по сокрашенш ero членовъ и модуля на d будетъ 


b " 
rab q^. а Um ЦФлыя; притомъ, какъ нетрудно уб%диться, 


а 
числа — 
противномъ случаф d не было бы общимъ наибольшимъ дъли- 


a | 
телемъ а и р. Но при ---, £ проєтыхъ между собою, какъ ви- 


£- будутъ простыя относительно другъ друга; ибо въ 


дъли, сравненіе 


° — = 0 (мод. ^) 


инфетъ всегда ръшеніе, которое по пріемамъ, показаннымъ Ha- 
ми, легко найдется. Пусть же будетъ α число, заключающееся 


въ paat 0, 1, 2,..... 2—1 и удовлетворяющее сравненію 


а Ë x: p 


BCT числа удовлетворяющія этому сравненїю найдутся изъ сл%- 

дующаго | ' 
I Р . 

P" æ = а (мод. E) 

Эти же числа будутъ удовлетворять и сравненїю 


ax — b == 0 (мод. p), 


Ἂν 


которое OTB ` 


39— 42-0 (мод. ΠῚ 


отличается только множителемъ d, общимъ модулю m членамъ 


сравнешя. | 
И такъ Bch числа, удовлетворяюшія сравненію e 
ax — b = 0 (мод. p), 
опредъляются такъ | 
Ἄρη; 3 
gu (мод. : 
Ha оспованїп этого не трудно показать сколько въ ряд% 
0, 1, 2,............p — 1 
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чиселъ, удовлетворяющихъ сравненїю qa — b == 0 (мод. p), vbw» 
m опредфлится число рфшенй этого сравненя. Для этого мы 
находимъ общую. Формулу чиселъ, удовлетворяющихъ сравнению 


= (од. P) 


По сказанному нами въ § 11 находимъ, что Формула, опре- 
дЪляющая эти числа, есть 


== | ------ E 
m= а N 


Ho əra Формула, rab, какъ видфли, с не < 0 и «^ даетъ 
для 2 значешя не выходящія изъ предфловъ 0 и р — 1 только 
при A= 0, — 1, —2,....... — (d — 2), — (d — 1), поэтому въ 
PAAD 0, 1, 2,....... ....р — 1 числа удоялетворяюшїя сравненїю 

= ` ἑ Р à H Fur ven 
x= ü (мод. ^) и CATA. сравневію -а2 — b == (мод. р) суть 
Ei 4 3p (a — ^p 
ЕР т; а 4-1. 
А такъ какъ ихъ числомъ d; то no 1%-й теорем сравненіе 


μα 7 T uber» d ршеній, pt суть 


αν ....... М == ü a ἐκαῖ, TE ^ (uod, px 


откуда п сафдуеть предложенная теорема. 

Такъ сравнеше {δα --- 9 = 0 (мод. 12), въ которомъ KOCH- 
Фиціентъ 2 и модуль пм®ютъ общимъ наибольшимъ длителемъ 
3 и членъ не содержащій æ длится на 3, им%етъ три рфше- 
нія. Чтобы найти nxb, мы сокращаемъ ‚въ данномъ сравненш 
члены и модуль на 3; такимъ образомъ»- Йолучаемь сравнеше 

δα’ — 3 == 0 (мод. №).. , 

На основанїп сказаннаго нами въ предыдущемъ maparpaes 

мы находимъ, что ръшеніе его есть 


; әз 2-1 


223.5 279 3*1 (00. M), 


nau 
а == 15 (мод. №). 
Замфняя зд®сь 15 ero наименьшимъ положительнымъ выче- 
ΤΟΜ по модулю \, находимъ 
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x = З (мод. h). 
Отсюда для рфшешя предложеннаго сравненїя получаемъ 
e= 3, αΞξῖ, x= 11 (мод. 12). 


ГЛАВА Ш. 


О СРАВНЕШЯХЪ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ ВООБЩЕ. 


$ 17. Въ этой статьф мы ограничимея разсмотр%ніемъ срав- 
ній съ простыми модулями. Цо этому общй видъ сравненій, 
которыми будемъ заниматься, представится такъ 

Ax” -ᾱ- Bx” * 4 Ca 


m—> 


+... .—+ Hæ = S == 0 (мод. p), 
rab р простое число, 4, В, С,..........Н, S κακία нибудь числа. 
Прежде «bw» приступимъ къ изсл%дованїю nxb рфшенй, за- 
мфтимъ, что въ нихъ коеффищентъь высшей степени 2: можетъ 
быть сдфланъ единицею. Въ самомъ Abb, въ сравненш | 

Ax" + Ват + Са"? +... Ha + S.== 0 (мод. p) 
можетъ быть откинутъ всякій членъ, котораго ΚΟθΦΦΗΠΙΘΗΤΊ, 
д%лится на p. Такъ если C д®%литсл на p; то по нашему зна- 
коположенїю будетъ 

C z 0 (мод. p), 
что по умноженш на a" ^ даетъ 
Ca"? == о (мод. p). 

Вычитая же это сравненїе изъ ` 

Ах" + Bat + Cx"? =... Πα > S 0 (мод. p), 


мы освободимъ послЪднее отъ члена Ca" ?, Тоже можетъ 
быть сдфлано со всякимъ другимъ чденомъ, если ΚΟΘΦΦΗΠΙΘΗΤΊ, 
его дфлится на p. Предположимъ теперь, что сравненіе . 
Ax" + βατ + Cx" а... Ha — S == 0 (мод. р) 
освобождено отъ членовъ, которыхъ коеффищенты д%лятся на 
ри da" есть членъ съ высшею степенью ὦ. Въ этомъ слу- 
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чав 4, не будучи кратнымъ p, будетъ простое относительно 
его; а потому найдется число о, для котораго будетъ 
Aa — 1 == 0 (o0. p). 
Умножая это cpapnenie `посл%довательно Ha 
Ве” t, Cæ” >, .,.. Но, S, найдемъ 
4βαα”' ο — Ва” == 0 (мод. p). 
ACoa"— — Cy"? = 0, 
AHox — Нх = 0, 
δα — S == 0. 


Эти cpamnenia по сложенш cb разсматриваемымъ нами 


Ax” a Bx" 7 + Cx" 7? 4... Ню —— S == 0 (мод. p) 


даютъ 


Ax” + ABax™ 4 4Cua" *—+ .... A Hao -= ASaz0 (мод. p). 


Ho такъ какъ Æ число простое съ p; то это сравненїе MO- 
жетъ быть сокращено на 2; въ сл%дствїе чего оно приведется 
Kb са5дующему 


q^" -- Bag" а Cuz" *-н.... 4 Ham -- ба == 0 (мод. р), 
rab koeeemnnienrb высшей степени 2; есть Í, что m сафдовало 
сдЂБлать. 

Tak» для преобразованія сравненія 222° ~ 32-н 7==0 (иод. 11) 
въ другое, въ которомъ бы коеффиціентъ высшей степени 22 
былъ равенъ едпницв, мы должны найти число с, для котора- 
го 20— 1 == 0 (мод. 11). Такое число есть. 6. Посл того мы 
къ данному сравнению должны проложить елбдующія: 

2.3.6 x = За = 0 (мод. 11), 
3.7.0 — 7 == 0. 

Сложивши эти сравненія съ 22° 3a + 7 == 0 (мод. 11) 

и сд%лавъ приведеше, находимъ 
fox -— 2.3.62 -- 2.6.7 == 0 (мод. 10): 

откуда по сокращенш на 2 получаемъ сравнеше 
"ul ` a —— 18x + 12 == 0 (мод. 11), 
ΓΑΒ коеФФиціентъ высшей степени 2; есть 1. | 
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6 18. Относительно сравненй высшихъ степеней докажется 
слфдующая теорема: 


wu 


20. ТЕОРЕМА. 


При р npocmo.w5 cpaenenie 
+ Cz" 7? 4 .... Hx + S = 0 (мод. p) 


nm-—1 


c" + Bx 
не можеть имъть болље m рњшеній. 

Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы за- 
мфчаемъ, что по S 13-му она справедлива для т = 1 т. e. для 
сравненій первой степени. Чтобы доказать справедливость ея 
AJA всякой другой степени, докажемъ, что она должна быть 
справедлива для сравненй степени т, если справедлива она для 
сравненїй степени т — 1. 

Чтобы уб%диться въ этомъ мы допустимъ противное; 40- 
пустимъ, что сравненіе 


a" = Вх" t+ Са" "--....-- He S == 0 (мод. р) 


имфетъ 60186 т рфшенй, между тфмъ какъ сравненія такого 
же вида степени т — Í боле m — 1 р%шенїй имфть ne MO- 
жетъ и докажемъ песообразность этого. 
Мы вил%ли, что число р%шенїй всякого сравненія съ моду- 
лемъ p опредФляется числомъ чиселъ въ рядв 
0, 1, 2,....р— 1 
удовлетворяющихъ сравненію. Поэтому сравнеше 


т т—2, 


c" + Ва -н Cx" а... + Не + S == 0 (мод. p) 
можетъ uwbrb болфе т р%шенїй только въ томъ случаЪ, когда 
ему удовлетворяеть т -+ Í чиселъ изъ ряда 
0,1,2,..... p—1. 
Пусть эти числа будутъ 
а, a,, 0, гга 
Возмемъ одно изъ nux», напримфръ а, и разностію х — а 
будемъ д%лить М 


тт? mes oae SEE чел S; 


+ Се 
частное, очевидно, будетъ вида 


az" -ᾱ- Вх 
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απ ο _— Ba a- Ca" + ....—+ H.x + δ; 
въ остатк® будетъ mbkoropoe число R. Приравнивая д%лпмое 
произведению дфлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, 
найдемъ 
a" + Bo"71 + Ca"? +... 4 He -— S = 
(x — а) (a"—! +B a" -— Ся”... 4 Hm $,) + R. 
Въ сл®дствіе чего сравнеше 
x” -ᾱ- Bx 


т—1 m— 2 


-- Cæ 
представится такъ 
(аа) 


—+....—+- На = S == 0 (мод. р) 


т— 1 „т—% 


+B x 


Ск" 


+... H xS )24- == 0 (мод. р). 
Д%лая здЪсь х — а, rab a, no положению, есть одно изъ 
Ж 

чиселъ, удовлетворяющихъ разсматриваемому нами сравненію, 


найдемъ 
Ф 


В == 0 (мод. р); 
вычитая же это сравненіе изъ предыдущаго, получаемъ 
(ω-- α)(α” —!4- B аб a 73 4. 4 S )==0(мод.р)...(9) 
Bor» къ какому виду приводится разсматриваемое нами 
сравненіе. 
Посмотримъ теперь могутъ ли ему удовлетворять BCT т-+-1 
чиселъ 


diac АУ 9 


если сравнеше 


m—1 т— 9, т—5 


c Bao" * Cup" ° .... + На 5, == 0 мод. p), 
степени m—1, не имфетъ borbe m—1 р®шенїй. Если это срав-. 
nenie не пм%етъ бол%е m—1 р®%шенїй; το Bc% m чиселъ 

ον У Άι 
взятыя нами изъ ряда 0,1,2,....p — 1, не могутъ ему yAOB- 
летворять. Пусть будетъ а, то число, которое ему не удовле- 
творяетъ; въ этомъ случаЪ 


т 


-1 m— 2 m—s 
a, + Ba, + Са, 


+... На, + 5, 

не будучи сравнимо съ нулемъ по модулю р, представить чи- 
сло недфлящееся на р и cuba. простое съ р; ибо р число само 
по себ простое. То-же имфетъ wbcro относительно разности 
а, —а; ибо числа а, и а, будучи не боле p— 1 п пе менфе 0, 
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въ разноети не могутъ дать число, дфлящееся на p. Итакъ 
числа 


т—1 т—5 


т—2, 
а,—а, a” + Ва, + На, 


простыя относительно р; CATA. простое число относительно р 


+ ....—+ Sa, + Н, 


и произведеніе пхъ 


(a,—a) (а, !— Ba," ^ Ha ms 


+... .—+ δια, +H); 
откуда въ противность допущеннаго нами слфдуетъ, что г — а, 
ue удовлетворяетъ сравнению (9). Сл%д. сдланное нами допущеніе 
невозможно, что и слфдовало доказать. 

На основанш этой теоремы можно доказать са$дующую 60- 


Abe общую: 


21. ТЕОРЕМА. 


Если вә сравнеши 
Ax" + Вв" Ск" a... Ha —+ 5==0 (мод. p) 
не всњ коеффищенты дљлятся на p; то оно болье т proue- 
нй имъть не может. 


` 


Доказательство. Мы вид%ли въ Š 17, что въ сравненш 
Аж" + Ρα С" а... а Hæ + S == 0 (мод. р) 
могутъ быть опущены ве члены, которыхъ коеффищенты Ab- 

лятся на p. Такимъ опущеніемъ членовъ сравненіе 
Ax" +. Βατ! а Cx” +....-- He S == 0 (мод. р) 
приведется къ тожжеству 
0 = 0 (мод. р), 

если Bel коефФиціенты A, В, С, .... H, S суть кратные p. Въ 
противномъ случа сравненіе 1 

Ax” + Br" t Са” *....- На == 0 (мод. p) 
приведется къ другому, котораго ΚΟΘΦΦΗΠΙΘΗΤΗ не будутъ Ab- 
литься на p. ιαπ въ этомъ сравнении по Š 17 коефФипіентъ 
высшей степени равнымъ единицф, мы по предыдущей тео- 
pemb заключимъ, что оно не имфетъ болфе рышенй, чфмъ Ha- 
ходится единицъ въ показатель его степени; и CATA. ue им%- 


erb боле т рБшеній; ибо, очевидно, сравнеше, получаемое изъ 
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Ax" + Вх" + Cx" *-....-н He S == 0 (мод. p) 
опущеніемъ какихъ бы TO нибыло членовъ, не можетъ быть. 
степени orbe т; откуда и слфдуетъ предложенная нами тео- 
рема. 

19. Ha основанйт этой теоремы могутъ быть доказаны 
многія любопытныя свойства чиселъ. 

Такъ можно доказать слъдующую теорему: 


29. ТЕОРЕМА. 


Коеффищенты всњаљ степеней x 65 разложени выраженія 

(æ — 1) (x — 2) (x — 3).... (x — p — 1) — 27—11 
дљлятся Ha р, если р число простое. 

Доказательство. Выражеше 

(2 — 1) (x —2) (x — 3. . . . (x — p — t) 
обращается въ нуль при а = 1, 2, 3,....р — 1. Caba. BCB эти 
величины 2 удовлетворяютъ сравненїю 

(α — 1) (2—2) (x — 3) .... (2 — p — 1) = 0 (мод. p). 

Πο теорем% же Фермата эти числа удовлетворяютъ сравненйо 

αὐ ! — 1 = 0 (мод. p). 

Вычитая это сравнеше изъ предыдущаго, мы находимъ та- 
кое сравнеше 
(2—1) (2—2) (2—3).. .е—р—1)—а”—1--1==0(мод.р), 
которому также будутъ удовлетворять числа 1, 2, 3,....р—1; 
ибо оно получено изъ сравненій, которымъ числа f, 2, 3,....ρ--1 
удовлетворяютъ. Если же сравнению 
(2—1) (2—2) (2—3).... @—р—1) —а”—1--1==0 мод. р}; 
удовлетворяютъ числа 1, 2, 3,....р —– 1; ro ouo имфетъь p—1 
р®шенй | 

x= 1, t= 2, t= 3, . . . . æ = p — 1 (мод. р\. 

А это по предыдущей теорем не иначе можеть имфть mb- 
сто какъ при д%лимостп на p вс%хъ коеФФищентовъ въ срав- 
ненїп : 

(2—1) (@—22)(ш—3)....(а—р— {αρ --{1Ξθ(κοῦ. р; 
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ибо это сравнеше, какъ не трудно замфтить, степени p — 2; 
откуда и слБдуетъ предложенная нами теорема. 
Посмотримъ теперь къ какимъ сравнешямъ приводитъ πὰς» 
эта теорема. Для этого мы замфчаемъ, что выраженіе 
(x — 1) (2—2) (2 — 3).... (x — p — 1) --α +1 
по выполненїп умноженїй m приведенш членовъ будетъ 
—(1-„2--3-....-ер—1)ж”—®-е(1.2-+е1.3--2.3-е....)ж”——5— 
ΩΣ ΛΑ 2 ....) 3? ο Τ.Ε ΝΟ... 
сл®дов. по доказанной нами теорем числа 
1--2-е....--р—1, 
1.2 +1.3 + 2.3 + .......... 5 
1.2.3 —+- 2.3.5 +-................... 
(—1)^—7! 1.2.3... . (p—1) + 1 
будутъ кратныя p, что по нашему знакоположенїю представится 
такими сравненіями 
2-3 -.... p— 1 = 0, (мод. p) 
1.2 1.3 + 2.3 +... . == 0, 
1.2,3 -+- 9.3.5] --......... Ξξθ, 
(—1)77' 1.2.3.... (p—1) 4- 10. 
Bor» сравненїя, которыя будутъ имфть ΜΈΟΤΟ для всякого 
простаго числа p. Tak» для p == 5 будетъ 
1 4-2 + 3 -+ % = 0 (мод. 5), 
1.2 + 1.3 —+ 1.4 — 2.9 — 2. — 3. = 0, 
1.2.3 + 2.3.4 + 1.2.4 = 1.3.4 = 0, 
1.2.3. — 1 = 0. 
Особенно замфчательно здфсь сравнеше 
(—1)7—7! 1.2.3.... (p—1) + 1 = 0 (мод. p), 
которое приводитъ насъ къ следующей Teopewb, извфстной 
подъ назвашемъ теоремы Вильсона. 


9. ТЕОРЕМА. — 


Если р число простое; то 1.2.3 .... (p—1)-- 1 50 (мод. p). 
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Доказательство. Число р можетъ быть пли 2 пли болфе 
2; въ послфднемъ случаф оно, какъ простое, будетъ всегда не 
четное. Но сравнеше 
(—1)^7'1.2.3 .... (p—1) + 1 20 (мод. p), 
справедливое для всякаго простаго числа p, при p He четномъ 
даетъ f 
1.2.3....(p—1)— 1 = 0 (мод. p). 
Это же сравнеше имфетъ wbcro m при p =; ибо для этой 
величины р оно приводится къ слфдующему: 
= 1 1 = 0 (мод. 9), 
что справедливо. Tak» убфждаемся въ предложенной нами Teo- 
рем%. 
Не трудно доказать, что вообще если m чиселъь ά,, a, а.,....@„, 
которыя мёньше p m не менће 0, удовлетворяютъ сравненію 
Ах” + Вв + σα "ανν а Læ + М == 0 (мод. р); 
то 
— 4 (a, а, +а, -+....+а,)==В (мод. p) 


| А (a, a, + а, а, + a, û, + .:.. == C, 


Й weaee........................ ees ........ ....... ооо ос ооо» я 


ЙЕ ώς 4. od 
(—1)" Aa, а, а,....а=М 


Въ самомъ abab, числа d,, а, а ..а, обращаютъ въ нуль 


8? . * 
выраженіе 
А (x — αι) (x — a,) (а — a,) .... (e — a,,). 
C.rba. эти числа удовлетворяютъ сравненїю 
А (æ — αι) (2 —а,)...... (2 — а) == 0 (мод. p). 
Ho r$ же числа по положению удовлетворяютъ сравнению 
Ах” + Ρα” 4 Cx" — +.... 1ж-н M == 0 (мод. р), 
а потому удовлетворяютъ они и сравненію 
4 (2 — a,) (2 — a,) (2 — a;) DPR (x гац an) 
— Ada" — Ва Са... Le — M= ° (мод. р), 
получаемому Bb разности предыдущихъ сравненїй. Но если sro- 
My сравнению удовлетворяютъ m чиселъ а,, а,, а,,... . G, взя- 
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тыхъ нами изъ ряда 0,1,2,3,... p— 1; то оно имфетъ m 
ръшеній; степень же его меныше m; ибо въ выраженін 
A (a: — a) (z — а,) (< — а,)......(в — a 
uh Ax" XI Вж”—! Е) n3 κας. 
членъ съ 2” сокращается. Въ сл®дствїе этого по 21-й reopewt 
мы заключаемъ, что въ сравненіи 


А (x — αι) (2 — a,) (а — a,)-......(@ — αι, 

— Ax” — Ва” Св? —....... — Læ — M = 0 (мод. p) 
коефФиціенты вс%хъ степеней ж д%лятся на р. Но въ этомъ 
cpapnenin коеффищенты 2—1, x" εν 2, a? суть 

m 
— А(а,--а‚--а„‚--............ 0") — В, 
A (a,a, + аа, + а,а, +-............. )— С, 
т—1 
(— 1)"—' Я(аа,.....а„_,-_-а„а@,.....а„ ---.....)-- L 
(— 1)" Aa,a,a,........ нна — М. 
След. по принятому нами знакоположенію будетъ 

— Á (a, + a, + a, -+........ --α͵͵) — В = 0 (мод. p), 

A(a,a, + аа, + a,a, —+-........ )— € = 0, 
т—1 سے‎ 

(— 1)" A(a,a,......a,,.., H а,а,.....а„+-......) — L = 0, 
т M n 
( — 1)" Aa,a,a.,.......... а, — M = 0; 
откуда M выходятъ сравненїя 
— Á (a, + a, + a, + ........ + а„) == В (мод. p), 
A (a a, + аа, + a,a, —+-......... у С, 
"m4 
(— 1) A (a,a, ...... μμ. 1,0, ..... αυ. L, 
> m ---- 
(— 1)" 4a,a,, .......... а,„ = M, 


которыя имфли въ виду доказать. 
Tak» изъ сравнен!я 
a? -ᾱ- 2x? + αἱ — Y == 0 (мод. 11), 
которому удовлетворяютъ числа 1, 3, 5, мы найдемъ _ 
— (1 + 3 +— 5) = 2 (мод. 11), „Ас. 
1. З+ 1. 53. 54, 
— 1.3.5 = — 4. 
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$ 20. Мы доказали, что сравпеніе 

o" а Ba" 1 + Cx" 7 п... ч- Не 4 J= 0 (мод. р) 
He можетъ имфть бол%е m ршеній. Теперь посмотримъ при 
какихъ условіяхъ это сравненіе имфетъ пе mente m р®%шенїй. 
При этомъ мы будемъ всегда предпологать m не болфе р—1. 
Покажемъ же предварительно, что сравненіе 


--.......τᾱ- Га + М == 0 (мод. p) 


ПЕ т—% 


a" 4 Bx -t- Cx 


можетъ быть всегда приведено къ этому BHAY. 


2%. ТЕОРЕМА. 


Если p число простое; mo сравнеше 
+... Lx -ᾱ- M = 0 (мод. p) 


т—1 т? 


x” + Bx —+ Cx 
можеть быть замънено сравненїем® степени p — 1 

Аа + Βα» + CaP ——...... + Ίνα + М, == 0 (мод. р), 
20m полином A Pm B a a СР... + Lio M, 


есть остатокв omo дъленїя 


Доказательство. ДЪлимъ полиномъ 
a" + Ве” + ο -+......... -ᾱ- Не а S 
на 2” — a; частное п остатокъ будутъ Функціи цфлыя съ mb- 
лыми коеффищентами; притомъ степень остатка будетъ мень- 
ше степени д®лителя z^ — 2; caba. не orbe р — 1. Пусть же 
частное ‘этого дфлешя будетъ Φα п 
А,” + Ва? + 027—5 4..1... Lago, 
остатокъ; приравнивая дфлимое произведению дфлителя на част- 
ное сложенному съ остаткомъ, найдемъ 
2" 4 Вх =+ Са --........--- L — M = 
Φα(α”--ω)γ-- A a^ — 1 Ba σε C a Fe... e+ М,...(10) 
Ha основанїп этого уравненія не трудно уб%диться, что 


т— 1 т.—2, 


сравненїе 
2" a Вав + С" 4-...,.. 4. Lao + M == 0 (мод. p) 
тожжественно сравненію 
A 2—1 + Βα + С,а7—5 +... Ίνα + M, = 0 (οὐ. p). 
| d À | 
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Въ самомъ abb, выраженіе 2” — 2 при вефхъ значеніяхъ 
2 будетъ сравнимо съ 0 по модулю р; ибо оно очевидно ab- 
лится на р при a краткомъ p, а при a недвлящемся нар бу- 
деть а” ! — 1 == 0 (мод. р) савд. a? — ao == O (nod. р) по 
теорем Фермата. Изъ этого видно, что при всъхъ значепіяхъ 
L будетъ сравнимо съ нулемъ произведеніе Ф (2 — a). 

По этому не измфняя еравненія 


т—1 т—2 


x" + Вх — Се E ........—— Ще -ᾱ- M = (мод. р), 


мы можемъ вычесть изъ первой части его Ф(а” — x), Berba- 
стве чего оно представится такъ 
a" 3 Ва" Ca" *-+.... -- La М—Фж(аР — 2) 0 (мод. p), 
а это no (10) приводится къ слфдующему 
4,7 ВР + C, 7 —......— 1,2 — М, == 0 (мод. p); 
что и требовалось доказать. - 

На этомъ основанїш мы заключаемъ, что степень сравненіяб 
съ модулемъ 2 можетъ быть понижена до 1, съ модулемъ 
до 2, съ модулемъ 5 до F, п T. д. # 

Tar» mwba сравненїе a? + 2? — 1 == 0 (мод. 3), мы степей. 
его можемъ понизить до 2-хъ. Дла этого ищемъ остатокъ ori 
дћленія z5-—2z? — 1 na 2° — œ. Такъ какъ этотъ остатокъ 
есть а? -+ 2 — 1; TO разсматриваемое. нами сравнеше зам®нится 
такимъ 

x? + x — 1 == 0 (мод. 3). 

$ 21. Показавши какимъ образомъ степень сравненїя съ мо- 
дулемъ р можетъ быть понижена до p — 1, приступимъ Te- 
перь къ опредъленію условій, подъ которыми сравнеше 


a" а Ва а Ca" soe Lo ME (мод. p) 


имфетъ т ръшеній, rab т не боле р — 1. Мы зд%сь предпо- 
логаемь коефиціентъ высшей степени 2 равнымъ единицею; 
ибо видфли, что это можетъ быть сдълано во всякомъ сравненіп. 

Bor» теоремы, по которымъ мы всегда узнаемъ пмфетъ ли 
данное сравненіе столько pimeni, сколько въ показателв его 
степени находится единицъ или HbTb. | 
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25. Теорема. 


Если сравненіе 


mM- | rn, 


q^ —— Ве" СА 4...4 Le = M z 0 (мод p) 
имтеть`т prendi; mo 65 остаткъ отв дьлешя «P .— m на 
a^ + Ba" а Ca" 7 --....... = Lo а M ecm коеффиціенты 
дълятея на p. 


Доказательство. Пусть будетъ Fæ частное отъ дфленшя 


т— 1—2, 


--.......--- DESE М и Фх 
остатокъ отъ этого дфлешя. Приравнивая дфлимое произведе- 


a — х на 2" 4 Ва" + Са 

нію дълителя на частное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ, 

а? — x = Εα(α"' + Βα 

откуда выходить 

al — 2 — Fa(a"-- Ρα” Со”... Læ М) == Фо... (11) 
Возмемъ теперь сравннеше 

ж? —x— Fara" а- B” 4 C”... Га -ᾱ- М) == 0 (мод. p) 


п докажемъ, что въ сдфланныхь нами предположешяхь это 


т—1 т—2 


= Се =... Lo +— М) +— Φα; 


сравнеше имфетъ не мене m ръпеній. Это слдуетъ изъ того, 
что при веъхъ величипахь 2 выражеше 2 — а, какъ BHATan, 
въ Š 20, сравнимо съ 0 по модулю p; выраженіе же 


Fe (a + Ba" — а Cx" 4... Га ж М) 


становится сравпимымъ съ 0 по модулю р при Bc bx числахъ, 
удовлетворяющихъ сравненію 


a" —— Da" 4 Ca" 7 ......—— Ге = М == 0 (мод р); 


это же сравнеше mwbeT т ръшевій по положенію. 
И такъ сравненіе 
a" — ж — Γα(α”” + Βα”! а C 4-04 "E --Μ)Ξ0 
имфетъ по крайней mèp m р®Ъшенїй. Но оно по (11) приво- 
ANTCA къ A ^ad" d 
Φ == 0 (мод. p), . 
котораго степень меньше т; ибо Φα; означаетъ у μας» OCTA- 
токъ μάς, ες enia 2” — х-на 
+ Ва" + Cx"? 4-.......4- La М. 
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Уб%дясь такимъ образомъ съ одной стороны, "TO сравнеше 
Фх == 0 (мод. p) 
имфемъ покрайней mbp% т р®%шенїй, a съ другой, что оно сте- 
пени ниже т, мы по теорем 21-ой заключаемт,, что въ «Φα; 
BCT коеффищенты суть числа кратныя р, въ чемъ и заклю- 
чается предложенная нами теорема. 
Докажемъ теперь обратную этой тоорем%. 


26. ТЕОРЕМА. 


meri κ 


Если остаток omes дъленїл a" — 2 na ax" - Вх 
CLO --......-- Га -ᾱ- М. имъеть 6cm коеффишенты кратные 
p; mo сравненіе 

a" + Ве 4 Ca" ?--......а- Lo + M == 0 (мод. p) 
имъетв m рљшеній. 

Доказательство. Пусть будутъ Fæ п Φα частное и ocra- 
токъ отъ д%ленїл а2”— на 

x" —— Вв 4 Cy"? --......—-_ Lm + М; 
остатокъ Фа, no положенію, будетъ имфть ΒΟ коеффиціенты 
кратные р; поэтому для всякой величины d будетъ 
Φ == 0 (м09д.р);.... PRR) 
частное же Fæ будетъ цфлая Функція такого вида 
аР" В... 

Приравнивая д%лимое произведенію д%лителя на частное, 
сложенному съ остаткомъ, найдемъ 
а? — ж = Fe (а + Вв" + Ca"? --..... + Læ М)-+ Фаз; 
откуда 
2’ — z — da = Fx(a" + Вв" Со’ s... Le + М). 

Ho такъ какъ по (12) m по сказанному нами выше относи- 
тельно a^——- 2 выраженіе 2” — x — Фа сравнимо съ нулемъ 
по модулю р для всъхъ чиселъ 0, 1, 2,.....р — 1; то πος эти 
числа будутъ удовлетворять сравненію 

Εα(α”' -ᾱ- Ве” а Ca" 7? -ᾱ-......-ᾱ- La + M) == 0 (мод. р); 
пбо первая часть его по выведенному нами сейчасъ уравненію 


у 


тожжественна разности 2” — x — Pr. 
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mo P2 


И такъ sch числа 0, 1, 2,......р — 1 удовлетворяютъ срав- 
ненію 
Ра(к" -ᾱ- Ва —— С ——......—— Læ -— M) == 0 (мод. p). 
Но этому сравненію никакое число не можетъ удовлетво- 
рять, не удовлетворяя ни одному изъ сравненій 


т—1 г. (α”'--α 


Fr = 0, x” Βα +... + Læ — M = 0 (мод. р). 
Въ самомъ aab, если эти сравнешя не удовлетворяются 


при 2 = о, το Fa и «" + Ва 


т—1 т—%2 


ч Си"? 4... а- Га 4 M 
суть числа He д®лящіяся на р, а потому и простыя съ р; ибо 
р число само, простое. Но если Fa и 
α Ва" 4 Co"? 4...4 Га + М 
суть числа простыя съ р; то и произведеніе ихъ 
Fo (u^ -- Во Са ——........—— La + М) 

число простое съ р m cafa. сравнеше 

Гад" —— Ва" + Сд" +... Lo + М) == 0 (мод. p) 
при га =“ не удовлетворяется. 

И такъ каждое изъ р чисель 0, 1, 2,.....р — 1 будетъ удов- 
летворять покрайней м®р® одному изъ сравненій 


т— m— 


‘= Ca" 7 —=......—— Ге + M == 0 (мод. р), 

а потому если назовемъ черезъ п и п’ сколько чисель въ ряд% 

0, 1, 2,....p — 1 удовлетворяетъ сравненію Fæ == 0 (мод. p) и 
a" -ᾱ- Ba" 7 + Cx" 7 - Le -— М == 0 (мод. p); 

то сумма n-i- п’ будетъ не менфе p. Притомъ числа n, п’, osua- 

чая сколько чисель въ рядЪ 0, 1, 2,.......р— 1 удовлетворяетъ 


я 
Fx == 0, <" Bx 


_сравненїямъ | 
| ^ae. = 0, 2" + Ба" 4 Ca +... + La: a- М = 0 (мод. р), 


будутъ равны числу p$bureniii этихъ сравненій; cba. no теоре- 
M 20-й число п’ не 60186 т, ап ue бол%е p— m; ибо, ви- 
aban, Fæ есть Функція такого вида а7— # Вже σε 
И такъ числа п, п, опредфляюция число рфшенй сравненій 


Ns کت‎ 


Fe Z= 0, а" Ba” O a Ша M == 0 (мод. р), 
будутъ удовлетворять условіямъ di а 
па- п = > p, n= < p — m, п = < m. 


Первыя два условія по исключени n даютъ ñ == > т, а 
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это въ совокупности съ условїемъ п == < т обнаруживаетъ 
равенство п Ξ т. Откуда п ‘слфдуетъ предложенная теорема. 

На основанш послфднихъь двухъ теоремъ мы узнаемъ всегда 
имфетъ ли данное сравненіе столько рЪшеній, сколько въ по- 
казателБ его степени содержится единицъ. Дая этого мы, cab- 
лавъ предварительно коефФиціептъ высшей степени a въ дан- 
HOM сравненш равнымъ единиц по способу, показанному въ 
въ Š 17, m называя черезъ р модуль ero, дфламъ a^ — х на 
первую часть сравнешя. Если остатокъ, получаемый при этомъ 
дфленш, имфетъ BCT ΚΟΘΦΦΗΠΙΕΗΤΗ кратные р; о посл%д- 
ней теорем мы заключимъ, что данное Me И столь- 
κο р®шенїй, сколько въ показатель его степени содержится 


Ф > š 
единицъ. Въ противномъ же cayuab no теорем% npeanocahbaneii 


мы’ заключимъ, что сравнеше не имфетъ столько pgp; 
Напр. чтобы Tem uwberb ли сравнеше š 

αὖ — a? — 220 == 0 (мод. 5) 
три рышешя или нфтъ, мы д%лимъ 2° — 2 на 2° — а? — 2x, 
Tax» какъ остатокъ этого дЪлешя есть δα” — δα, rab оба коеФ- 
Фиціента дфлятся на 5, TO мы заключаемъ, что разематриваемое 
нами сравнеше имфетъ три pbmenia. 
ni (Danpormen abia αὖ — 2 на 254-202 —2 и находя въ остат- 


RB а? — 3a +9, rab в ка не дфлятея на 5, заклю- 
© > 


Ф 


чаемъ, что бореа 
а + а? — 2 == 0 (мод. 5). Е 
имфетъ менфе трехъ рЪфшенй. 


ГЛАВА IV. 
ο СРАВНЕНІЯХЪ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ. 


$ 22. Обшій sna» сравненій второй степени есть 
ax? -ᾱ- δα + с == 0 (мод. p). | 
Это сравненіе приводится къ сравненіямъ первой степени въ 
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Е. 
 HbiWb отъ 2 m а не двлящимся на p; то ἴα будетъ число 


ας а 


AByXb случаяхъ. Во первыхъ когда p = 2. Въ этомъ случаб 
по 21-й Teopewb, степень сравненїя 


аа? + bao -ᾱ- c == 0 (мод. p) 


можетъ быть понижена до 1. Bo вторыхъ сравнеше 
ax -- bæ + с = 0 (мод. р) 
приводится къ первой степени, когда а длится на р; ибо въ 
этомъ случаЪ будемъ mnwbTb 
а = 0 (мод. p), 


что по умножеши на 22 даетъ 


~ 


ax? = 0 (мод. p), 
вычитая же это сравненїе изъ da? + bæ ~ € == 0 (мод. p), naii- 
m bx -ᾱ- c m: 0 (мод. p). 


ad такъ въ случа p —2 или а кратнаго р сравнеше 
- аа? Е bz с = 0 (мод. р) приводится къ сравнению первой 
степени, которое рЪшить мы умфемъ. цаем я теперь къ 


случаю p He = 2 m а не дълящаго на р и для, упрощеня Ha- 
шихъ изысканий ограничимся сначала случаемъ ) простаго. Мы Ῥ 
теперь покажемъ къ чему приводится въ этомъ случа® р®Ъше- 
uie сравненія 
аа? Ьа c= 0 (мод. p). 
Tak» какъ р предпологаемъ числомъ простымъ ME d ° 


простое съ p; а потому, какъ не трудно убфдиться, сравне- 
uie da? =+ ба + e= 0 (мод. 0) будетъ тожжественно такому 
πα(αα --- bac —— c) == 0 (мод. р). Въ самомь abab, первое сравне 
nie предпологаетъ второе; ибо не нарушая сравненія мы | 
жемъ члены его умножить на всякое число; обратно, L 
предпологаетъ первое; ибо оно получается изъ втораго * 
кращешемь общаго множителя ha, ‘сокрашешемъ позволитель- > 
нымъ, потому что Na число проетое съ р. Но сравнеше £ 


ha(aa? + ba: = с) == 0 (мод. p) можетъ быть такъ написано 
(2ax -ᾱ- b)? — b? + hac == 0 (мод. p). 
Откуда выводимъ — E 
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z^ = b? — hac (мод. p), 

предпологая 
z == Зах + b. 
lia» этого мы видимъ, что рышеше сравненїя 
ax? + bx —— с = 0 (мод. p) 

приводится къ р%шенїю сравненїя 

z^ == b? — hac (мод. p) 
и опред%ленїю г по уравненію 

Заз -ᾱ- b = z. 

Но что касается до onpeabaeuia z по уравненїю 842; + b =z, 
когда рёшешемъь сравненїя 22 == 6? — νας (мод. р) найдено z; 
то оно сводится на рфшеше сравненія первой степени. Въ ca- 
момъ д%л®, рьшеше сравненія 22 == 0? — % ас (мод. p), no 3a- 
мфченному нами вообще o рЪшенш сравненій fe = (мод. p), 
rab fx цфлая Функція c съ цёлыми коеффищентами, предста- 
вится OAHMM пли нъсколькими сравненями вида 


λα: z == и (мод. p). 
Въ сатбдетвіе чего для опред%ленія неизвЪстнаго а, связан- 
Haro €b х уравнепіемъ 2az + Ó = z, будемъ mwbrb Ὃ.. 


242 + b = u (мод. р). 

Это сравнеше, какъ первой степени, мы решать умфемъ; 3a- 

“мётимъ также, что 0 о, въ сдфланныхъ нами предположеніяхъ, 

ву фть всегда имфть одно ръшеніе; ибо здъсь 2а и р будутъ 
числа относительно другъ друга простыя. 

Итакъ вся трудность ръшенія сравненія 

2: аах? а- bæ 4 c == 0 (мод. p) 

заключается въ р®%шенїи сравненія 

e z^ = b? — hac (мод. p); 


> 


этимъ сравненїемъ мы теперь п займемся. Мы ero будемъ nu- 
: «n 


сать такъ | Р, А 
N a. А од. р), 
пологая для сокращенія Мис = д. u 
Разсматривая` ues 


++ a == q (мод. р), | 
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мы замфчаемъ, что оно при q == 0 (мод. p) будетъ удовлетво- 
ряться предположеніемъ. = == 0 (мод. p). Не трудно также уб®- 
диться, что въ этомъ случа z ==0 (mod. р) есть единственное 
ръшеніе сравненія =*==4 (мод. р). Въ самомъ aba, если q срав- 
нимо съ нулемъ по модулю p; TO сравнеше =? == 4 (мод. р) вы- 
ражаетъ дЪфлимость 2° на р. Но р, будучи числомъ простымъ, 
ue можетъ дфлиться на квадратъ какого либо числа; CATA. по 
6-ой reopewb д%лимость =” на p предпологаетъ дЪфлимость Ζ 
на p, а это выражается сравнешемъ 
z == 0 (мод. p). | 
Итакъ если 4 сравнимо съ нулемъ по модулю р; TO срав- 
nenie z? = q (wod. p) имфетъ одно толо р®шенїе z = 0 (мод. p). 
Переходимъ теперь къ случаю q несравнимаго съ нулемъ 
по модулю p; въ этомъ случаф относительно рЪшенй сравне- 
нія z* == q (мод. p). будеть, имфть wbcro слфдующая теорема: 


we 27. ТЕОРЕМА. 


Если q не сравнимо cò нулем по модулю p; mo сравне- 


- aie 2*=4 (мод. p) или не иметь ръшенїя или иметь, два 


Доказательство. Мы вид%ли, Ж сравненіе fe=0 
(мод. p) им%е 
0.1,2,.... p —4 йү уловлетворяетъ. На основании этого не 
z* == 4 (мод. p) при q не = 0 
(мод. p) не можетъ имфть одно только ршеніе. Въ самомъ abab, 
ть будетъ а то edm propos вьряд% 0,1,2,....р— 1 
уловлет тъ μα... q (мод. р). Число α не можетъ 
ا و‎ πο, "^ ля въ сравненїп 22 == q (мод. p) число z 


равнымъ нулю, находить 4 (жод. р), что противно положе- 


риьшенея. 


OAM ръшеній , 


трудно доказать, что сравнеше z 


нію. Итакъ о будетъ однимт, изъ чиселъ 1,2,....р— f. 

Но не трудно уб%диться, что если о удовлетворяетъ срав- 
пенію 22 == q (мод. р);. то p — u бу тъ также удовлетворять 
ему; ибо (р —«)?, какъ равное р? — βαρ + aè, сравнимо съ о? 


по модулю р. Сафдовательно p — с будетъ. опредфаять второе 
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олько чисель въ qud 


ες 


узнать им%етъ ли данное сравнеше 2? == q (mod. p) два` 


I 


рЪшеніе сравненія =” = q (мод. р), если число р——« заклю- 
чается въ ряд® 
0,1,2,....р—1 

и отлично отъ α. Но первое слфдуетъ изъ того, что «не gate 
ри ue менфе 1; второе же необходимо должно имЪть мъсто, 
потому что въ противномъ случа было бы p — о = а, п cetha: 
2и = р, что не возможно; ибо р число простое отличное отъ 
2, а потому четнымъ быть He можетъ. | 

Итакъ если въ ряд% найдется одно число удовлетворяющее 
сравнению 2° == 4 (м00. р); то найдется и другое ему удовлетво- 
ряющее. Слфд. это сравнеше не можетъ MIETE одно только p*- 
menie. Ho »ro сравнеше® будучи второй степени, не можетъ 
им%ть также болфе двухъ р®шенш; слфдовательно оно должно 
uwbrb или два рБшенія или не одного, что и слБдовало доказать. 

$ 23. Мы займемся теперь изслфдовашемъ признаковъ, по KO- 
торымъ можно узнать, что сравнеше z^ == q (mod. p), rab dodi 
логаемъ q ue ==0 (mod. p), имфетъ au два ръшенія или н%тъ 


Ha основаши теоремъ, доказанныхъ нами въ Š 21, не. трудно 


нія пли нфтъ. Для этог 
мый npn дъленін =” — z 
мы д%лшмое z? — z пр 


pt 
2 
Le) m 
Viper өл S Ф; 
и замфчаемъ, что (22) 7 — q 7 длится ma τ΄ — g. Саъд. № 
$леши этого выраженія на 2? — 4 остатокъ б 
Adae p q ула ы 


ы, — н" t ё 


Отсюда. по теорем 26-й мы закаючаемъ, что сравненіе z* =q 
p—1 
(мод. p) имфетъ два рЪшенія, если q * L4 abarca на P, 


или, что одно H тоже по нашему знакоположенію, если имфетъ 


мЪсто сравнеше εὼ 
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en UD e 


q =1 (мод. p). 
p 
Если же это сравненіе не удовлетворяется и cafa. q --ἱ 
не дфлится на p; то по теорем 25-й заключимъ, что сравне- 
uie 2° =q (.мод. p) ue имфетъ двухъ рфшенш, а потому оно не 
можетъ им%ть и не одного ръшенія; ибо по теорем 27-й это 
сравненіє пли имфетъ два ршенія или не имфетъ не одного. 
Итакъ сравненіе =? == (.мод. p) имфетъ два р®шенїя пли не 
uwberb не одного, смотря по тому будетъ ли 
p—1 


= 1 (мод. p) 
пли йг) не будетъ mwbrb мста. Въ первомъ случаф 


мы буйемъ говорить, что сравнеше z* 


== q (мод. p) возможпо; 
во второмъ, что оно невозможно. 

Приномнимъ 34b5cb, что все это выведено нами въ предпо- 
ложеніяхъ, что р число простое, отличное отъ 2, а q какое ни- 
будь число положительное или отрицательное, не дфлящееся на p. 


E b чтобы узнать имфетъ ли сравненїе =? == 3 (мод. 5) 
n 


я или ить, мы возводимъ З въ степень Чы, или 2, Ha- 
о 3” не сравнимо съ Í по модулю 5, мы заключаемъ, 
о сравнеше z^ == 3 (мод. 5) не имфетъь ршенія, другими сло- 
вами, это сравнеше невозможно. 

Напротивъ мы убфждаемся, что сравнене 2? == 2 (мод. Т) 

Vest 

им%етъ р®Ъшенїя, находя, что 2 ^" =8 и 8 сравнимо съ 1 по 
модулю 7. ' 

§. 2^. Если p и q не велики, ΤῸ не трудно ар удовле- 

ἔς 

творяется ли сравнеше q == (мод. p) m.m HT. Ho это ста- 


новится весьма труднымъ, MEM pug большія числа. “Мы по- 
Et 


кажемъ теперь какимъ образомъ, He вычисляя значенїл. ᾳ A 


5. 


$ 33b e кт} a 2" 
можно рЪшить μον ως. ли сравненіе q == 1 (мод. p) 


w, ` 
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* 


Να 3i 
am У 


` гутъ имфть wbcro; ибо допустивши ихъ, мы находиўъ. | 
(мод. р), откуда 2 == 0 (mod. p), что не возможно; ибо р, пред- 


— BÀ м 


или HTD и чрезъ то узнать им%етъ ли р®%шенїя сравненїе 
= q (мод. p) или н%тъ. Съ этою цфию мы докажемъ теперь, 


что если q не ΛΈΛΗΤΟΝ p и р число простое, отличное отъ 2, 
р—1 
μας, мы H предпологали, το число 9 2 удовлетворяетъ все- 


гда одному изъ двухъ сравненій 


T p—1 
q = 1, q 2 = — 1 (мод. р). e 
Bb самомъ Abab, если ни одно изъ этихъ сравненій не удовле- 
р—1 p 


творяется; TO ни число q ? — 1 ни число q 2 --1 πο at- 
лится на p; m caa. оба они тре съ 4 ибо р само по себ% 


простое число. Но если оба числа £ ê у ie є, м суть 


простыя съ p, то и произведене ΠΧ» (q 3 2 1) Uu (3 1), 
или q”! — f число простое съ p; а это не справедливо; ибо 
no теорем Фермата разность 4” ' — 1 длится на p. Итакъ 
одно изъ двухъ сравненій 


p-1 -i 3 
q * =l ‚ q 2 == — 1 (мод. p) 


необходимо должно удовлетвориться. Съ другой сто 
трудно убфдиться, что оба эти сравнеша въ одно вр 


пологаемое отличнымь Orb 2, дФлить 2 не можетъ. 
\ \ 
lla» сказаннаго нами сл%дуетъ, что возможность удовлетво- 
рить сравненїю 2” == q (00. p) опред%ляется знакомъ, съ KO- 
торымъ сравнеше . 
Amt = 

. ls E 
£Y q 2 == + 1 (мод. p) 

уловлетворяется. Елли оно удовлетворяется съ +; TO сраннеше 
z*== q (мод. p) имфетъ решенія, и въ этомъ случаф число q 


называютъ квадратичнымь вычетом числа р; въ противномъ 
. р— 

случа, если сравнеше q ? == -*- 1 (mod. р) удовлетворяется съ 

зпакомъ — , сравнеше z^ = q (мод. p) не имфетъ ръшенія и число 


 называютъ неквадратичнымъ вычетомљ числа р. Кром% того для 
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— 61 — . 
сокрашщенїя письма ΒΜΈΟΤΟ того, чтобы писать p ú 4 удовле- 


Р—1 
творяютъ сравненю q * == 1 (мод. р), [что, kar» видфли, есть 


признакъ возможности сравнешя 2? == q (мод. p)] согласились 


т) E 
( p ч 
въ противномъ же случа, если q ? ==— 1 (мод. р), пишутъ 
λα 
FZ ZS 


По этому знакоположенїю (2) будетъ означать Í съ тфмъ 


писать 


изъ двухъ знаковъ ms Cb которымъ она удовлетворяетъ срав- 


PS 
яенію q * == $A (мод. p), и cura. ο этого символа” 


вполн® будетъ опредфлено сравненемъ Ф x =(1) (мод. р) и 


условіемъ, что численная величина (5) есть 1. 
p 


p—1 
Tar» мы нашли, что сравнеше q 2 ==1 (мод. p) удовлетво- 


ряется при q = 2, p = 7. Carba. no нашему знакоположенію будетъ * ~ 


Ἐπ 


Напротщит мы видфли, что — по модулю 5 сравнимо f 


-— 1; caba. 
Q-- 


ó | 
Такимъ образомъ изъ (3) = 1 мы заключаемъ объ возмож- 


4 


$ 


ности ръшить сравнеше z* == 2 (мод. 7) и число 2 называемъ 


m Ὃν 1 
квадратичнымъ вычетомъ 7. Напротивъ nap равенства (;)=—! 
заключимъ, что сравненіе а? == 3 (мод. 5) me имфетъ ршенія 
и сл$довательно З будетъ неквадратичный вычетъ 5. 


$ 25. Показавши значене символа (5λ мы приступимъ Te- 


‚ περ» къ разкрытію ero свойствъ. Для этого мы докажемъ CIb- 
` дъющія теоре! 


αἲ 


е a 


| di νύνινν.ΓοἰπιΘΓΩ.Ρ! 


ΒΝ ΤΗ 


N 28. ТЕОРЕМА. 1 
вы. 
Величина символа (Z) есть 1, а символа ( =) есть (—1) * 


Доказательство. Мы видЪли, что символъ (4) удовлетво- 
Р 


κ 
ряетъ сравненїю q ^ e) (мод. p). 
Д%лая здесь посл®%довательно q = 1 и q = — 1, находимъ 


р—1 
te AA : 0) (мод. p), 


пли τω )= o, кау: ru. © ,)== 0 (мод. р. 


ВД какъ численная величина — CHMBO.IOB'b Ө" (ë=) 


есть 1; то разности 1 –(5) να κ ой: 0) (a) при неравенств% 

-ᾱ 
жо) ος 4, (53) съ ЖА. T приведутся или къ 2 пли къ 
| Ki но ни 2 ни — 2 несравнимо c» 0 по модулю р; ибо 
р отлично отъ двухъ. Caba. cn допустить неравенства 


j ΒΕ ( + ) ep 1, E м м: откуда и c.rbiyerb предло- 


женная пами теорема. 
4 a Е”: 
На основанш этой теоремы мы заключаемъ, что ( = ) = f, 


(= 1, (3) 94. 
29. EN 


Если О есть произведенїе чисел Чү, Qa eee q,; mo 
ow. mm... з). 
τα ο | 
Доказательство. Символы $27 13! (8). PE (5) какъ 


_ видфли, удовлетворяютъ сравнешямъ j 
1 1 


E λος 
Q { e) q. Et o ч = τι), 4, A e Con *. 


/ 


\ 


iin. AMI 
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Перемпожая pel эти сравнешя кромф перваго между собою, 
паходимъ 
pri pm 


—— 


ты p—1i 
4, j q. T ӨШ q, T =) (3)....(5) (мод. p), 


или, что одно и тоже, 


[νο TT ad ο ο в)... (2) (мо. р). 


По по положению произведеше q,q,.....q,, равно Q; въ caba- 
ствіе чего предыдущее сравнеше представится такъ 


L4 2 - ΝΗ. d т) (мод. p). 
2. ° OOD emr 


Но мы вид®%лп, что ο e (1) (мод. p). 


Это КЕС pMbcTb съ i ero vat даетъ 


x μπολ «е "m (“ὦ E: 


Ho такъ какъ численная величина си! овъ 


Es 5) (2) (=) 
== оез ооо. -— 
"та ٤ ) ($ p! p э 
ФЕ 1; то разность выраженій (5) H" (2) (2) BFAA (19) 
Р P P P 
въ случа% неравенства nxb приведется mau-i-2 пли — 2. Но ` 


š v. 
ни въ ΤΟΜ HU въ другомъ случаЪ предыдущее cpapuene не . 
можетъ имфть wbcra; пбо р число отличное отъ 2. Итакъ нельзя 


в.а“ 
допустить неравенства величин (5) aya) ^ Fa y. (2% 


откуда п слфдуетъ предложенная нами теорема. wa 


Ha ocnopauin этой теоремы опред%леніе г” Є ® при 0 


составномъ сводится на опред%леніе симво. 


TORIO. и 


TAB qo qo- - - Q, простыя числа составляющія Q. Такъ желая 


ΟΠΡΟΛΈΛΗΤΡ τ) (io ii 
p τ)» Mol найдемъ, что 
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^а — 


OOO Се) = G) Go) Gor) 


Ha основаны этой же теоремы мы заключаемъ 0 такомъ 


9" 9 п 

( р ) i. (2) 
Чтобы вывести это изъ доказанной нами теоремы стоптъ 
принять числа 4,, Q,....qQ, за равныя q. Въ этомъ случа 


Φ-ώθ.--ᾧ ш 


намъ дастъ » 


=O © 


число же (), равное произведению 4, q,....q,, приведется къ 4". 
Tar» найдемъ, что 


0-0-0. 9-0-0 


Въ частномъ случа% n — 2 мы изъ уравненія 


(9-07 
(-Q* а 


Но будетъ ли (5) равно +1 mam — 1, всегда KBAApaTp 


равенств® 


уравпеніе 


BbIBOAUMb 


ero будетъ 1; CATA. 


Это свойство символа (°) можетъ служить къ значитель- 


нымъ упрощеніямъ при опредфлени mx» величинъ. По доказан- 
ной нами Teopewb мы имфемъ 


ος 


, Ф ' 
куда внеся значенїе (5) H3b предыдущаго уравненія, находимъ 


E 


Ha основанш этого равенства мы заключаемъ, что при опре- 
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Αα πομίπ величины символа (5) мы можемъ исключать изъ Q BCA- 
кій множитель, составляющ точный квадратъ. 
: 45 ; 5 
Такъ опрел%ленїе- = ) сводится на опредфлеше = J; опре- 
à 8 Š ۹ 
лен! — | на опред%леше ( — 
ΜΕΝ (5) pes (x 
Прежде чфмъ пойдемъ далБе замфтимъ, "TO на оенованін 


доказанныхъ нами теоремъ относительно символа (2) значеніе 


(=) no e "Ж уравнешемъ 
ЖЕЕ, 
ТЕ EN 


Въ самомъ abab, на основані noc.rbiueii теоремы, разсма- 
тривая — q какъ произведене — 1 и 4, находимъ 


5 —)& 
(e ) = Р Dd 
куда внеся значенїе (= по 28-й "Es им%емъ 
9= (9 
что и сл®довало доказать. 
5—1 


(92) 
=0 * (== 


30. ТЕОРЕМА. 


Tak» находимъ (= (— 1) 


Если q u q, сравнимы no модулю p; mo (= (9). 


Доказательство. По положенію числа q и q, сравнимы по 
модулю p. Но изъ сравненія 


9 = q, (мод. p), 
по возведепїп обЪфихъ частей ero въ степень P =й имфемъ 
5 ` 
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.. 
= 08 -- 


р—1 p—1 


— 


q ° =q, ? (мод. p). 


Символы же > (3 удовлетворяютъ сравнешямъ 


(а ) „2 r Ρο p. 


Въ cabacrBie чего предыдущее сравнеше даетъ 
(4 ) == (Ë) (мод. p), 
(2) 0) 


Но такъ какъ численная величина (4) и 69, есть 1; то 


или 


первая часть этого сравнешя, въ случа неравенства значеній 
Τα = 
‚ будетъ απο что. Вевозмозию; нбо p or- 


лично отъ 2. Cuba. оба orm символа должны имфть одну вели- 
чину, что и слфдовало доказать. 


Такъ находимъ, wo (2 J= C= pn D. 


Ha основан этой теоремы мы заключаемъ, что символъ (£) 


ας ry) если T есть остатокъ отъ μα. q ua p; ибо, 


k. 
Kam замфтили въ § 8, остатокъ сравнимъ съ дфлимымъ, когда 
за модуль принятъ дфалитель. Такимъ образомъ замфняя въ CHM- 


E (2) число 4 остаткомъ OTB д%ленїя q на p, мы BMÈCTO 
С) будемъ mwbTb (5). rab r <р. 

` § 26. Bor» теоремы, которыя послужатъ намъ для того, 
чтобы опред%лен!е какого либо символа (5) привести къ опре- 
дћленію символовъ вида (4 2), rAb 9 число положительное, про- 


стое и меньше р. Что же касается до опредфлешя символа (4 ) 


когда q число положительное, простое и меньше р, то оно бу- 
детъ основываться на слфдующихъ теоремахъ: `- 
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e 31. ТЕОРЕМА. 
4 n. o ᾿ 
Кели мы согласимся изображать наибольшее цтьлое число, 


заключающееся 65 данномь количествь, знаком5 Е, nocmae- . 


леным5_передь nuo; то значеніе (4) опредълится уравненїемв 


24 44 (p—1q 
9 М ЖК. κο λαο EEST 
1)= (0) 


Доказательство. Нетрудно уб%дится, что при р нечетномъ и 


а положительномъ можно найти положительное. число 2, KOTO- 


P 
9? 


poe, будучи меньше удовлетворитъ условію 


492a А 
Въ самомъ abab, если Е. число четное; то это сравненіе 
принимаетъ такой BHAD 
z = a (мод. p). 


г 


Но въ этомъ случаф iE - будетъ число ц®%лое; а потому 


+ p : 
а— 1р κ будетъ число пфлое, удовлетворяющее еравненію 


4 


z = a (мод. p). 
Это же число, которое можетъ быть представлено такъ 
p( κὲ 
2 Np ‚Р 
Р 


колпчествомъ положительнымъ и мевьшимъ ә? u6o πο зна- 


LE 


‹ 2а 2a 2 
ченію Е g PoBo g ms Е < должна быть He менфе 0 и мень- 
ше 1. 


9а 
Обращаемся теперь къ тому случаю, когда: ЕТ число. ве 


2a H 
четное. Если Е p 40, нечетиое, το бравнеше (13) npunu- 


маетъ такой видъ , 
== — a (мод. р). 
1-Е 36 φ 
Но въ этомъ случа® ——-—— есть число цћълое; а потому пре- 
дыдущему сравненїю удовлетворимъ, пологая — 


* 
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ns m 


жї 


: 9a 
MD νο. 
£u TIC Е’) а, 
а это число, которое иначе представится такъ 
Qa - | 
9 Md -(ς-- E 2)J 


очевидно, положительное и небольше P ибо, какъ замфчали 


9 ; 
2а 2а | 
выше, разность P "inm E He ΒΡΙΧΟΛΗΤΡ изъ пред%ловъ 0 и 1. 


Уб%дившись такпмъ. образомъ въ возможности всегда удов- 
ү ‚я 


"αν ΠΕΝ 


летворить условіямъ Eu 


Е -- p Ed Αν Sp 
+= (—1) 7 анод уйне —0n <F, 


назовемъ черезъ z,, Z,,...2.—4 ' исла, удовлетворяющія IMP въ. 


предположенїяхъ aq, а = 20,.......а = Ë τα Эти числа бу- 


ον 


dt. 4 УМ 


дутъ удовлетворять сравненїлмъ 
ЕЙ Е“ | М 2—2. y | 
σου, Рон οφ. 7 LICET 


которыя HO перемножени даютъ 


--- ыд: eei += 
ino prt 
η Ж a P р в =: 2 i 
E4 EFS .+Е f ӨРЕК а. 
(— 1) E 1.9... 71 З (mod. p)...(15). 


2 


a . e 
Ho πε трудно уб®дптьєя, что произведеше z,z,...z,. , равно 


2 


p— 
9 


произведению 1.2........——* Для этого мы замфчаемъ, что числа 


7 аа 


-5 Ἡ не меньше 0, могутъ HMBTh 


T Wert p= булуча йеньше 
,2 ә 


только значенія 


—1 
04:9 — - =. 


Потомъ мы замфчаемъ › ЧТО HH одно изъ ниахъ пе иожетъ 


быть нулемъ; ибо въ противномъ caysab предыдущее сравненіе 
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предполагало бы д%лимость 1. 9... P на p; между тфмъ какъ 


ΤΆ 
1, 2,55 кыгы числа простыя съ р. Итакъ числа z,, Zy, τρ 4 


9 
MOPYTD равняться только числамъ 
p—1 
E. ΠΠ ο m 
Также не трудно показать, что въ ряд Мне 2р4 


HTD двухъ чиселъ равныхъ. Въ самомъ abab, если мы допу- 
стимъ, что зд%сь z, и 2, равны, rab m úz kakia нибудь два 
УБА p; 
числа, содержашїяся въ рядф 1,2,.....——; то имфя по (1%) 
2gm и 
k | Р ae E Δὲ 
M d 1) та, z,2m(—1) t Š 
мы бы нашли 


299m 29u 
Ü Е; , 
(—.1) ^ mq= (— 1) "P ug (мод. p). 
Но это сравнеше по сокращенш” на 9, число простое съ 


p, даетъ 
ΕΣ Е?“ 


(— η΄ Ж NET ΚΦ u (мод. p), 
что, очевидно, невозможно; пбо оно предпологаетъ длимость 


ў 
+ 


разности 
τε Е?ї" gu 


ida TW ?om-—(-0) ж 
на p; а эта разность приводится къ одному изъ четырехъ: 


m= м, — (ти), m — м, — (m — и), “аш 
| à; p. 
и такъ какъ числа т, и взяты нами изъ ряда 1,2,. — 


п He равны между собою; ES сумма ихъ меньше p, a разность 
не равна нулю; CATA. ни TO, ни другое не д®лится на p. 
Tak» убфждаемся мы, что въ составъ ряда 
r3 45. 2—1 
2 
могутъ входить только числа 
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ES 
1, 2, 111) 2 
и каждое только по одному разу. Но такъ какъ эти ряды за- 
ключаютъ одинакое число членовъ; TO въ сбставъ перваго взой- 
дутъ ΒΟ числа втораго. Слфдов. ряды 


составлены изъ однихъ и TXB же чиселъ и притомъ взятыхъ 
по одному разу; а потому произведеше членовъ перваго ряда 
равно произведению членовъ втораго. 


Убфдясь въ этомъ, мы можемъ замфнить въ (15) zz... 4 
T" ο e. 
мисломъ 1. 9... ET посл sero (15), будучи сокращено на i 
p—1 
1. 2,......— числа простыя Cb p, даетъ 
ον E 9 4 - 
τὰ ἡ " r EXE ...... )7 
=q 2 (A) Р p 
Умножая же об% части этого сравненія на ç 
P — ‚ 
? ЕЎ ACE РЕЈ, ма. 7 
Cr | 
и замфчая, что —1, будучи возведена въ степень " 
2 [ЕМ E Pm idis n 
F P P „=ч i 
даетъ 1, "ven 2 
ET ЕЙ as. QUEE Γι 
(—1) Р => (мод. р). 
Но по свойству символа (z) мы имфемъ 1 
—1 y 1 
ΠΡ b; 
8^ κε} (мод. p). . 
Это же сравненіе Bwbcrb съ предыдущимъ даетъ 
| Е з аса ы x I 8 гаси 
> Ç ni — (—1) ==@ (жод. p); 
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откуда мы заключаемъ 0 равенств® 


ибо въ противномъ случаф первая часть этого сравнешя при- 
велась бы къ 2 или — 2, что съ нулемъ не сравнимо по моду- 
лю р, отличному отъ 2. Такъ убфждаемея мы въ. справедливо- 
сти предложенной пами теоремы. 

На основанш этой теоремы мы можемь опредфлить значе- 


А 


MES ώ;: ' i ç 
шя (2) He возводя 4 въ степень —— ° Tars AAA опред%лен1я 
; 5 


5 
величины (© находимЪ 


9.5 Y 17. 6.5 T 
μον ED E22 А ч, : 


E^ m 11 м 


{7 aco 


Зам®%чая, что 


4.2.5 10 ,8.5 „40 
Εῃγ--Εγ--0, ΕΞ Ет =3, 


Et. = E% A, Επ = Е = 
„30 & 
ЕР E => 0--1--2--3--% = 10, 


мы изъ предыдущаго уравненїя выводимь C 


(g) - Бә йолу. 


Выведенное нами уравнеша для опред%ленія (+) справед- 


ливо ири веякомъ числЪ q. Ho не трудно вывести изъ него 
уравнеше бол% простое, которое будетъ служить для опредђ- 


леша (2 ) при а нечетномъ. Для этого Bb уравненіи 


749 (Р—1)ч 
‚ (у= و‎ бё LER. T. эу к= ж-о Εν 
пологаемъ q = 1 (a + p), rab а подобно р число нечетное; 
это даеть намъ 


р—1 
Г.Д. — 2 E rM 
το pied E EN a + 


κων Er 
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== AE ue 


. 2 
Умноживъ 06% части эгого уравненія на θά находимъ 


p—! p—1 
1 
2 


μι πμ 


Но πο reopew$ 29-й произведеніе А UM 


(e m) EN (° e ) а это по теорем 30 равно Ө; Вс.®л- 


ствїе чего изъ предыдущаго уравненїя выводимъ 


p—1 р — 
а + р За + Эр Е. AGE Р 
а 9 E εᾱ--------...... -f= RT 
ο. i 
p p 
Ho 
а+- р а m a 
EF g(R--2)—32--ET. 
Р 
E atm p—1 дА. 
2 : AEN — 1 2 
E E. =E( μες jete 4Е7—- 
‚Сл®довательно 
Lar P. 


a 9 basa. ΕΝ PC РНЕ REA 
ο he ete n 


А такъ какъ сумма прогрессіп 1 + 2--............... Lu 
' ΜΕΤ 
равна 2 3 1; то изъ этого уравненія выходитъ 
p—! 
: ELE -—Е—-- TL 
9 + — t... 
(2-(o0 в АИК (16) 
_ Дълая въ этомъ уравненш а — и замфчая, что 
| ΕΕΣ 
ἐλ... E e ч, e 
(=1 EŻ =0, ES =0,.......E р = 0, 


находимъ 
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== 3. = 
pre 
8 
что для опредфлешя величины (5 ) даетъ 
EN. 2—i 


ποῖ... 
P mcs 
2 
Внеся отсюда величину (5) въ (16), находимъ 
Е ΓΕΑ T EM + χεν:94 
Ρ d 


(ec о. (Т) 


Bor» уравнеше, которое можетъ служить для опред%ленія · 


A NIS 
ue £) при @ нечетномъ. Оно подобно тому, которое доказали 
3 въ предыдущей теорем®, съ тою только разницею, что здесь 
| ` 


HOATD 3 омь E находятся количества въ двое меньшія. 


Мы нашли также уравнеше © 
ΣΑ 


F 
ее. | 
аг Это уравнеше будетъ служить намъ при опредъленіп (2), 
“когда q равно 2 пла кратное 2. Ha основав этого уравненія 
не трудно показать, что (5) есть 1, если р = 8n + 4 "— 1, 


если р = 8n + 3. Въ самомъ bab, внося въ него rm 
и 8n--3 на мфето р, находимъ 


(8n + 1) ? — ΠΣ, gn? PW 

2 kk au δν S . D 
(sc) — (—1) ы | ИРА == 45 
(8n —3)2 — 1 ү wen 


(eu) Сс АЙ нЕ 


` отсюда слФдуетъ такая теорема: 


32. ТЕОРЕМА. 


AR n 8n + 1; mo [3 et: bue τὰ 
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1 (p— 1a 
o TT ILL. ...... J АР rab предпологаемъ а мень r 
i 2: 
Дробь z будетъ меньше 1; CABA. Е = == 0; это найменыш 
. в 5 = 


“а это очевидно равно 


Ј EIN... AY 


= e 


2 9 
Tar» находимъ, что (5)- 1, (ь)= — — 1. 
Ha основанш уравненїя (17) мы ‘можемъ доказать еще 


теорему, относяшуюся до опред%ленія ве. ш\шы (7 1). Она 


заключается въ сл$дующемъ: 
33. ТЕОРЕМА. 


Если а чало нечеткое и меньше р; ; то (© =) X “ἐς 
` ` 
i-i pet ШР Жы ЖЫН. ые, 


(= f) 2 -$9- 4 а а. 


> 


Доказательство. Мы нашли (17) для опредфлещя (5) 


когда q нечетное, такое уравнеше 


(2 eco peo E 


Посмотримъ төн какія значенія шмбютъ E саа 


2a por 4) а Y 3 б = EN 
изъ членовъ ЕТ к ЕТ d bunt ЙГЕ š ү, Напболышй же 


δὲ. — ЕР за. Ea 
ЕЗХР —%)& предетавится такъ E το) иш (í e i 
А ο 9p/, ` > 


Е 
Ta 


ы 3 T 
To ; ибо это есть ифлое ἩΠΘΊΟ, а ^ 
p—a - Ji | 
X9 дробь мёныше единицы и положительная, потому ATO 
а < р. | A $ 

И такъ въ рядЪ 


j F rp? e> 
l Pl p 


3 0000020000 


= 
члены пдутъ, возрастая отъ 0 до 1. Чтобы, опредфлить 


сумму. ихъ мы. E , сколько  34bCb Шей» равшны 


а u 


ЧЕЗ 


í 
Y 


C MA. этого мы ο. сначала сколько - - 


т. 


qm ! р : $ 7 
ὦ < www.rcin.org.pl & 


Cedo n 


848605 членовъ He pP K, ΓΑΒ к есть одно изъ Yi- 


à - | 


селъ о = А Съ этою gaio положимъ , что 


Bb рядв 
pt RU L Б. gerit Spur donate (ME 
P P Р Р P 


" la 
посл®дній членъ He превосходящій Κ᾿ есть Ет: это очевидно 


la 
будетъ имфть мфсто въ томъ случа, когда » < K--1,2a 


eru > k= 1 (*). Ho изъ этихъ неравенствъ выходитъ 
а это показываетъ, что н тай съ п%лымъ числомъ { разнится 


количествомъ положительнымъ, но меньшимъ 1. Caba.. l есть 
наибольшее цфлое число число, заключающееся въ количествЪ 


p ж 


э, «9 “Это ПО нашему знакоположенію êj dia такъ 
aas 


‚И такъ число членовъ въ ряд% ( (18), He превос- 


? 


"P < + в 
цихь к, равно ке amna) 


. Такимъь же образомъ maxo- 
: - 
димъ ‚ что зд®%сь число du He превосходящихъ к — 1, 


E k 

есть Е ‚ а отсюда заключаемъ, что число членовъ pas- 
К-- 1) 

ныхъ К есть ELS 7 ( 3 “г РА . Ha основанш этого мы заклю- 


чаемъ , что въ рядЪ (18) число членовъ 


равныхь- a МИНИ EP — gs", 


k 
^ 


равныхъ Γιος `Е?Р “ἘΣ, 


| Р 
Б Равенство зд%сь не можетъ им®ть ΜΈΟΤΟ ; μπας, o {#роби 
а За i(pp—1« 


καλη ТСЕ L μηνα Ἡ ‚тав P проетое само по ceó% и не дълитъ x 


Р: Р. Юы с}, 
He могутъ равняться цълому числу; ; дроби же — ә ЖҮ. уза “ взяты изъ 


P | | кз 
этого ряда. | 4 d i 


¬ 
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равныхъ е1 — Í есть..... prom ЕЗ3. 


Чтоже касается до числа членовъ остальныхъ въ рядв (18), 


а — 1 `. . 

5—5 TO мы nx» найдемъ, сложивъ предыдущія числа 
п вычтя ихъ сумму изъ 5 (р — 1), числа всъхъ членовъ ряда 
(18). Такимъ ipio находимъ ‚ "TO 3AbCb членовъ равныхъ 


a —1 pa α(α--- р 
— = — содержится — те 


равныхъ 


На оснпованін этихъ данныхъ паходимъ , что сумма — 
членовъ ряда (18) составляетъ 
0. 
0. ( Eft. ke 
а “ 


ав OEC ы Γ A 
аи NE, 


2 (^V 9 — Е?! "a ΜῊ 


а это приводится къ слфдующему 
a 1 p— fr pP. p? + (а—Юр 
3 à =ч E= — ....... ET m 
И такъ сумма 
Et -eT RD ме 
? P P 
равна 
—1{ — 1 A 
“1р1 + EBD PR A EE a 


Въ Po этого ата 


KONE) ο Me EM 


AaeT'b 
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а \ 9 
— —(—1 
P Ж. ( ) 
что и следовало доказать. 


Эта теорема также можетъ быть употреблена для опред%- 
ленія значенія ο если а число нечетное п меньше р. Она 
весьма удобна въ приложеши , если а число небольшое. Tar» 
для величины (3o) она даетъ 


7—1 1001 — 4 101 2.104 3.101 
101 pl Е а 3.101 


7 | 1 2 ,2 ھک ع 


откуда выходитъ (тот) == (—1)3-50—1 4—28—^3 A. Ho 


ƏTA теорема особенно замфчательна TÉME, что изъ нея очень просто 
выводится теорема, извфстная подъ назвашемъ закона взаим- 
ности Oeyaoo простыж5 чисел. 

Эта теорема заключается въ слфдующемъ: 


35. ТЕОРЕМА 


Если фи $ суть числа простыя нечетныя ц неравныя 
и — AS 


ç $ а NFT 
между собою; то 9 = Ө, (—) 2 "73 
πεν“. Пусть будетъ ç наименьшее изъ двухъ чи- 
e 
сель ©, 8; по доказанной нами теорем% при e < s значеше (9 


опред%литсл уравнешемъ 
i(v—1)s 


ν کے و د‎ 11 L 
TTE ERG US —EL—EP... „ЁТ 
(9 = (—4) ‹ s 
ДЪлая же въ уравненш (17) a = s, p = e, найдемъ 


Ea KS μμ νο 


(2) = 0 v v v U 


Эти два уравненїя no перемноженш ихъ членовъ даютъ 
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v- К=з | 


aC ή 


. . $ 
Умножая же Οὔ. части этого уравненія на (5) m замЪчая, 


sN 9 
что (2) есть 1, находимъ 
ν — 1 $ — 1 
v $ HEUS 
ME 2 E 9 9 
: G )کر‎ 2 К) ` 
что и CATAQBAJO доказать. 


* Такъ мы будемъ имфть = 
7—1 5—1 


рн Fes (9). 


11 —1 19—1 


ae SED данын 


§ 27. Ha основанш доказанныхъ нами теоремъ относительно 


символа (2) легко найти его величину , какъ-бы q m p ни 
были велики. Вотъ какъ слфдуетъ поступать при опред%леніи 
(+): — Есш больше р, мы по теорем 30 замфняемъ въ (5) 


число 4 остаткомъ OTD д%ленїя q на р пли напменышмъ OT- 
рицательнымъ вычетомъ 4 по модулю р, если онъ гораздо 
меньше этого остатка. 


Taris образомъ опред%ленїе( 7) сведется на опред%леніе 


(=), rak В будетъ меньше р. Что касается до знака — при R; 
TO по теорем 29 мы (-- можемъ выразить черезъ (7) 


. гё , R Ñ 
Ilorow» для опредфленя (5) разлогаемъ R на пропзведенїе npo- 
стыхъ чисель, исключая при этомъ множителей, составляющихъ 


точные квадраты. Разложивши А на произведеше простыхъ чи- 


сеьъ, мы по теорем®. 29 разлогаемъ Ө на произведеніе Hb- 
⁄ 


- 


wot o 


T r 
сколькихъ множителей вида ES ΓΑΒ г число простое. [locat 
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е M A 


того ишемъ значеніе каждаго изъ этихъ символовъ , поступая 


z. 
такимъ образомъ: если r= 2, то ©) опредфляемъ по теоре-. 


wb 32; если же г нечетное, TO по закону взаимности чи- 


r 
Ce.Yb выражаемъ (=) черезъ (2) H СЪ ЭТИМЪ CHMBOJOM'b посту- 


паемъ также какъ съ (1 1 сводя опредфлеше его на символы 


вида (= » ra r < г. 


Продолжая эти д%йствія , мы будемъ получать символы 
все съ мёныпими и меньшими числами; по этому необходимо 


Š t 9 Ў 
доидемъ окончательно пли ao(—) паи ДО (2), которыхъ вели- 
" "n ` 
чину легко найдемъ, a чрезъ нихъ опредълится п искомый (3) 
Р 


Объяснимъ это примфрами. Пусть будетъ дано’ найти -зна- 


1013 
601 


Дфля 1913 на 601 находимъ въ остатк® 112; откуда CAB“ 


(т -- (си 
601 601 


qenie 


дуетъ, что 


Πο исключевиг изъ ^12 квадрата 2, мы находимъ число. 
р ,, 


103 п 2) приво "i я Kb D: по закону же рза 
простое (ni риводитс (5 } акону же 


имности чиселъ выводимъ 
=! 2-1, em =a 


Mw 79) 


Потомъ дфламъ 601 πα (03 п н что остатокъ бу- 


детъ 86, между тфмъ какъ Hamwenbmii отрицательный вычетъ ` 


601 по модулю 103 есть — 17, иш ΒΡΙΓΟΛΗΈΘ его вве- 


єти. Әто даетъ намъ 


601N = сю 
| 103. | 
E 103 103 — 4 
Ho (ος) = (хе) (0). (at а cn AC = — 4. 
Caba. к # | SE | Í 
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E 


= M — 


p= s 
105 103 


- Tak» какъ 17 число простое, TO выводимъ 
17 — 1103 1 


(=) = (πο AN расе T) 


103 
Зам®ная въ (τσ i τρ) число 103 ocrarkow» отъ д%лен!я 103 на 


= (чт) =! - 


Соединяя BC эти уравненія, находимъ 


vent. (вл)= (ша) = (199) 703) 7 Cr) 7 (3) 7-1 


Итакъ искомая величина (ας) есть — 1. 


17, имфемъ 


20470 
Для Apyraro примфра беремъ dur) 


470 E 
Повторяя надъ символомъ ( 18 5) же ADHCTBIA, находимъ 
1 emi (И Sko ως ; 
1847 1847/ — MBSAT / (бо 
17—1 1847—1 
1847 ИКА B. 1847 
CEP i ie 2 чту = 
ва) = (т (4 
17—1 11—1 


E Gc wm D-O 
(m= (и) GO (в) SR 
3 11 - 5 πο 
τν rota ή 
Изъ соединешя этихъ уравненїй получаемъ 


470N >- 1 
1847 / — " 

T "T 9108 
акже опред яя ρε. символа 9003 Д находовмъ 


(вз) = (oos) = (soos) (5005) (ва): 


3—1 2003-1 


(=) = (03)0703 =-С)=-@б-ь 
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P 


5—1 9008—1 


i) = Ce J στ” 


О E ЕДЕ а 


7—1 2003—1 


C = (97) О 7 у о 


откуда выходитъ 


— 


55 


$ 28. Мы показали, какъ по даннымъ числамъ p и 4 найти 
величину символа (i) ч®мъ опредфляется имфетъ ли@авне- 
uie 2° = q (мод. р) рёшешя пли нфтъ. Теперь переходимъ къ 


. v Ὁ T 
рЪшешю обратнаго вопроса: по данной величин® (z) наити 


значешя a, иначе, рфшить уравнения (š) = 1, (5) = — 1. 


х ` 
Начнемъ съ перваго (=) — 1. Мы видфли, что уравнеше 
P 
p—1 

T : N x 
(5) == символически выражаетъ, что сравненіе ж ` == 1 (мод. p) 
Р 
удовлетворяется. Не трудно узнать, что’ это сравнеше пм%етъ 


=l T 
E ръшеній; для этого по сказанному въ $ 21 дфлимъ а” — x на 


p-i р—1 ut 
æ ^ —1 и замфчая, что а --х, karb равное æ (2 2 1) (2 2 —1), 
слы. 
дълится на 2 ^ — 1 безъ остатка, по — 26-ой заклю- 
р—1 
чаемъ, что сравневіе a στι (мод. p) имфетъ E ръшеній. 


Но эти рЬшенія ($ 12) Жайы представиться такъ 


TE a, ж==а,„,.........а==ар_\ (мод. p), 
ec Ὁ 
TA а, d,,...4,. 4 суть числа въ ряд 0,1, 2,...p— 1, удовлетворяю- 
p—1 | . I 
mia сравненію α 7 == 1 (мод. p). Притомъ ясно, что ни одно изъ 
` ` д ] ` 6 
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É 


Woo $c 


этихъчиселъ ue будетъ равно нулю, ибо нуль He удовлетворяетъ 


El 
сравненію 22 == 1 (мод. p). Итакъ въ pax 1, 2,.....р—1 ma- 
p—1 
—1 А 
ходится == чиселъ удовлетворяющихъ еравненію c ° == 1 


(мод. р), man уравненію (5) == 1, другими словами, въ рядЪ 


> | 
1, 2,........p—1 находится = квадратичныхъ вычетовъ по MO- 
дулю р. За тъмъ BC остальныя въ pnab 1, 2,........р— 1, ux» 
—1 , 
будетъ также Е, удовлетворятъ уравнению ο = — 1: это 


будутъ неквадратичные вычеты по модулю p. 
Изъ ckasammaro нами ‘слфдуетъ, что всЪ числа, удовлетво- 


prt 
ряющія сравненію 2 * ==“ (мод. p), шли, что одно и то же, 


уравненію С) == 1, опредъляются сравнешями 


а= a, @ к= а„,........2 E= dy. a (мод. p), 
2 


TAB a, Quee Apy числа положительныя, меньшія p и удов- 
2 T › 


p—1 


. . 2 Z 
летворяюшія сравненю а ° == 1 (мод. р). Эти числа мы могли 
1 


ν 


° ==1 (мод. p). Но это чрезвы- 


бы найти, рфшая сравнеше 2 
чайно затруднительно, если число р велико; поэтому мы пред- 
ложимъ способъ ихъ находить независимо отъ ръшенія срав- 
=. 
uenia æ ° == 1 (мод. p). Для этого мы замфчаемъ, что сравне- 
ἐς; 
uie a " ==! (мод. р) есть условїе возможности удовлетворить 
сравненію z? == а (мод. p). Притомъ мы видфли, что это срав- 
Hie въ случаф возможности удовлетворяется двумя числами 
(§ 22), заключающимися въ ряд® 1, 2,..... р — 1; такъ что если 


одно изъ этпхъ чпселъ есть c, TO другое p — с. Но одно пзъ 
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/ 
этихъ чиселъ необходимо меньше Б n daba. пе болфе Ë 3 Рі. ибо 
сумма пхъ есть p, а они неравны между собою. ` Поэтому для 

p—1 
. 2 " 
числа а, при которомъ сравненіе а ° ==1 (Jt00. p) удовлетво- 
= Ë p—i 
paerca, всегда найдется въ ряд 1, 2,...... —— число >, удовле- 


2 
творяющее сравнению 2° == a (мод. р), другими словами, для Ta- 


кого число а будетъ имфть мфсто одпо изъ сравненій 
{1 ==а Е ΗΔΗ (Ext) =a (мод. р). 
Сл%д. число а по модулю р будетъ сравнимо съ одпимъ изъ 
12, 92... Ex y, 
п такъ какъ оно меньше p; TO оно найдется, между осфатками 
отъ дђленія этихъ чиселъ на p. ? 


Итакъ каждое изъ чпселъ aç, а,,..... ay, меньшихь p п 


2 
pi 
удовлетворяющихъ сравненїю а ° 2; (мод. р) мы найдемъ въ 


ü - m | 9 
PAA остатковъ, получаемыхъ “при дфленш 12, 2?, ...... Е на 


Li . ° k 
p. Посл% cero значенія г, удовлетворяющия уравпенію (= b 
мы опредфлимъ сравненїямп 


%==4,, Х==а,,....... e = ay .4 (мод. p); 
2 


откуда для выражешя a, удовлетворяющаго уравнению (Ж =ч, 
no Š {1 найдемъ (*) 


2 = np + a,, х= пр + ,,.......-0 = np + ар--\ 


2 
Для npuwbpa рЪшимъ уравнеше (D= 1. По сказанному 


141 —1 


нами это уравненіе будетъ ΠΜΈΤΡ 3 


== 5 ръшеній, которыя 


опредфлятся сравненіями 


(ж) Это получаемъ мы, замфняя въ Формулахъ $ 11 число N числомъ — п. 
ж 
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— NDS 


CE a, LE ly == ly LE lp, z == a, (мод. 11), 
гд% a, a, G, a, а, суть остатки отъ Abaeuin 1°, 9, 3», 12, 52 
на 11. Ho такъ. какъ эти остатки суть 1, №, 9, 5, ὃ; TO урав- 


а, 


булутъ удовлетворять числа, опредляемыя сравненіями 


nenio 


m= 1, t= 3, == h, t= 5, = 9 (мод. 11), 
или, что одно и тоже, уравнешями 
a—11na-1, 2118-3, anh, a—11n4-5, e—11n4-9. 
EUM Ç № i > 
Зная р®%шенїя уравненія (2)= 1, нетрудно найти рБшенія 
уравнеія (2)4— 1. Для этого мы замфчаемъ BO первыхъ, 
что по зпачепію символа (2) число г предполагается нед%- 
° 
щимся на p п во вторыхъ, что числа, пеудовлетворяющія уравненію 
x . T 
(2) == 1, удовлетворяютъ рр" (=) == — 1. Отсюда слф- 
дуетъ, что мы найдемъ BCT числа, для которыхъ ( =)=— 1, 
если выкинемъ изъ чиселъ, недфлящихся Ha р, числа удовле- 
. . χ 
творяющія уравненію (2)— 1. Ho вс® числа могутъ быть 
представлены Формулами 
пр, пр 3- 1, np ^- 2, ........... пр p — 1. 
Откинувъ зд%сь первую Формулу, которая даетъ числа кратныя 
р, мы находимъ для рфшешя уравненй (б) =: I (5)——1 


Takia Формулы 
пр 1, np 2-2, ....... np ар — 1. 


Отброся же здЪсь числа, удовлетворяющія уравненїю (=)= 1, 
P 
которыя опред%ляются Формуламп 
πρ F- a, np3-4,,..... np + d, 4, 


мы найдемъ BCT числа, удовлетворяюшія уравненію (3) ----ι. 
' Р 
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s Fb — 
Изъ этого слфдуетъ, что числа, удовлетворяюшія уравненію 
(2)-— 1, представятся Формулами 


пр + b, np + b,,......np bpt, 
2 


E 


гд b, by нбр суть числа ряда 1, 2,.....р — 1, отличныя 
2 

ар, остатковъ, получаемыхъ при д%ленїп 1^, 97... 

мна 


(Yup 


> - . χ 
Для примфра найдемъ р%шенїя уравненїя (ὢ = {. Πο 


отъ а,, d,, 


сказанному нами числа, удовлетворяющія этому уравненію, пред- 
ставятся Формулами 
11n а b, {fn +- by, fín-b,, fín--b,, tin b,, 

τας 6,, b, b, b, 6, найдемъ, выкинувъ изъ ряда 1, 2, 3, %, 
5, 6, 7, 8, 9, 10 числа равныя остаткамъ, получаемымъ при 
absenin 1°, 2?, 3°, 1, 5? на 11. Но эти остатки еуть 1, №, 
9, 5, 3. Выкинувъ ихъ изъ ряда 1, 2, 3, №, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
находимъ 2, 6, 7, 8, 10 для величинъ ο, 6, b,, b, 6,. Откуда 


. . x 
заключаемъ, что числа, удовлетворяюшя уравнению (т) = — t, 


опредфляются Формулами 
11n- 2, 11n 2- 6, {fn 4- 7, fín- 8, iin —+ 10. 
Такъ р%шается вопросъ объ onpeabaenim значеній 2 no 
данной величин (2) или, что одно и тоже, объ опредћленіц 


квадратичныхъ п неквадратичныхъ вычетовъ даннаго числа. 

$ 29. B» предыдущихъ параграахъ мы занимались изсл®до- 
ваніемъ, когда сравнеше =? = q (мод. p) имфетъ рёшенія п когда 
н%тъ. Теперь остается показать, какъ найдутея ршенія срав- 
nenia 2° == q (мод. р), когда оно возможно. Говоря o сравне- 
ніяхъ впда 4” == Á ( мод. р), мы покажемь обний п весьма npo- 
стой способъ ршать еравненіе =? == q (.wo9. р). ЗдЪсь же orpa- 
ничимся однимъ частнымъ случаемъ, въ которомъ это ръшевіе 
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можно легко найти. Случай, которымъ мы теперь ограничимся, 
есть тотъ, когда р вида ln -+ 3. 
Возможность р®%шенїя сравненія τα (мод. р), какъ вп- 


Pas. 
aban, предполагаетъ, что q ^ ==1 (мод. р). Д%лая здъсь р = 
4n-3 —1 
hn 3, находимъ 4 > ==1 (мод.р), nan q+ — 1 (мод. p), 


что по ywuoxenim на q будетъ q?” +? == q (мод. p). Сличая это 
сравненіе съ 2° = q мод. р), замфчаемъ, что послфднему удовле- 
творяетъ >==у"+!. Зная одно число удовлетворяющее срав- 
ненію 22 == q (мод. p), мы найдемъ подобныхъ чиселъ безконеч- 
ное множество изъ сравнешя z == 4” +! (мод. р). Но мы вид%- 
ли, что одно изъ этихъ чисель будетъ положительное H мень- 
ше р; это остатокъ отъ дфлешя "+1 на р. Называя ero черезъ 
а, мы одно пзъ ршеній сравненія z^ == q (мод. p) представимъ 
такъ z= и (мод. р). Что касается до другаго ръшенія этого 
еравненія; то по сказанному въ Š 22 ono будетъ 2==р—о (мод. p). 
Tags найдутся оба рЪшешя сранненія z^ == q (мод. p) при 
р = fn + 3. 

Для примфра найдемъ ръшенія сравневія z?- 3 (мод. 11). 
Ono им%етъ р®%шенїя; ибо 
vina μμ DTE 
а такъ какъ 11 == %.2 ~ 3; ro pbinenis ero суть z==e, z—11—« 
(мод. 11), rab œ есть остатокъ отъ дфлешя 3? +! на 11. Но 
этотъ остатокъ есть 5; сл®д. а == 5 и р%шенїя сравненїя 
z*==3 (мод. 11) суть 

z == 5, z == 6 (мод. 11). 

. $30. До cux» поръ мы занимались сравненїями второй сте- 
пени, предполагая модуль пхъ числомъ простымъ Что же ка- 
сается до сравнений съ модулемъ составнымъ; то мы ограни- 
чимся только доказательствомъ, что сравнеше z2==q (мод. р) 
имфетъ рЪшене, если p число нечетное, простое съ q m въ 
составъ его входятъ простыя числа о, δ, y, ..., для которыхъ 
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(20) = Eon: uuu 


Начнемъ съ частнаго случая р = c" m покажемъ, какъ 


найдутся рфшешя сравнешя 2? == q (мод. œ 
шенія сравненїя z* == q (мод. œ), котораго возможность, какъ 


”), когда знаемъ р®- 


вид®ли , условливается равенствомъ [T] m Ж 


Предположимъ, что a есть число удовлетворяющее сравне- 
. 1 з 
нію z^ = q (мод. д), и Р, Q суть числа, опредъляемыя ypas- 


нешями 
eni Буду" +- (a — y qy" 


P ао, 
эү 2 


числа Р, О будутъ ц%лыя; въ этомъ легко убфдиться разло- 


жешемъ (a — V д)”, (а A ἐσ по биному Ньютона. Дока- 
жемъ теперь во 1) что Р m Q удовлетворяютъ еравненію 
P? — Q? q= 0 (лод. а") и во 2) что Q число простое съ c. 
Въ первомъ мы легко уб%ждаемся, зам®тивъ изъ предыду- 
щихъ уравненій, что 
P -- QVq = (a + У)”, P— QVq — (a —V g)”. 
Перемножая же эти уравнешя между собою, находимъ 
Р? Ык Qq = (a> Ακ q)". 

Но по положению а удовлетворяетъ сравнению z^ == д (мод. a), 
слфдов. а? == q (мод. а), что предполагаетъ д%лпмость a? — q 
на с. Если же а? — q ипм%етъ дфлителемь с; το Р? — (20, 
равное (a? — qi”, должно д%лпться ma o", а потому 

Р? — Q*q == 0 (мод. а". 

Доказавши первое, переходимъ ко второму, къ доказатель- 
ству, что Q число простое съ oc. Для этого мы замфчаемъ, 
‘что по уравнению | 


, 


(a+ Y qy" — (a — У)" 

Qu Cem eM 
Wq 

д%лимость Q на « предполагаетъ сравнеше 
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(α-ι- Уф)" — (a = y а)” 
ον 


Ho это сравненіе, какъ не трудно ΥΦΈΛΗΤΡΟΝ разложешемъ 


== 0 (мод. с). 


степеней (а V q)”, (а— Vq)”, содержитъ q въ цфлыхъ 
степеняхъ H съ цфлыми коефФиціентами ; по этому оно OCTA- 
нется справедливымъ (Š (D. если въ немъ 4 зам®нимъ числомъ 
a^, сравнимымъ съ q по модул% с. Carba. предыдущее сравне- 
uie предполагаетъ 

(a + Уа? ni. - а — γαλ) , 
о анто, 
2V a2 

a это приводится къ 
2'"—1 а”—1 == 0 (мод. о), 


сравненію невозможному ; ибо c число простое нечетное m а 
простое съ «. i 
Уб%дясь такимъ образомъ, что Р п Q удовлетворяютъ срав- 
ненію- 
Р? — (04 = 0 (мод. a”) 
п О число простое съ с, не трудно доказать, что сравненіе 
Ов = P (мод. œ”) имфетъ решеніе m это ръшеніе удовлетво- 
ряетъ сравненію 2” == q (мод. а"). Первое слфдуетъ изъ того, 
что (), будучи числомъ простымъ съ c, будетъ простымъ 
также съ а; въ этомъ же случа® сравнеше Qx == Р (мод. а") 
имфетъ всегда одно р®%шенїе. Haw» остается теперь показать, 
что числа 2, опредфляемыя сравнешемь (2 == P (мод. о”), 
удовлетворяютъ сравненію 2°? == q (мод. м”). Для этого мы, 
возведя 008 части сравнешя Qx == P (мод. а”) въ квадратъ, 
выводимъ 
О?а? zx Р? (мод. e”). 
Но по доказаннъму нами относительно чисель Ри Q им%емъ 
Р? — (0? == 0 (мод. м”). 
Это же сравиеніе pwbcrb съ предыдущимъ даетъ 
О?а? zx Q?q (мод. a”), 
a такъ какъ Q число простое съ а m сл%д. съ 0; TO въ 
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этомъ сравненш 06$ части могутъ быть сокращены на 0”; 
вслЪдестве чего оно приводится къ 

а? = q (мод. p), 
что и слфдовало доказать. 

И такъ мы получемъь рфшеше сравненія 22 ==4 (мод. œ”) 

изъ сравненія 

Qz == Р (мод. u”), 
rak P m Q найдутся изъ уравненій 

ЕП 

по d, числу удовлетворяющему сравненїю 


ры ане ч Май. n τα einer 


a =q (мод. a). 

Для примфра возьмемъ сравненіе 22 == — 2 (мод. 3°). По 
сказанному нами число, удовлетворяющее ему, найдется изъ 
сравнешя 

Qz = Р (мод. 3), 
rA 
P (a — Y — 9)* + (a — V)? oc (a 4- Y —2»? im — y —9)5 
2 а 2y —1 
H а есть число, удовлетворяющее сравненїю ἀ7ΞΞΞ---- 2 (мод. 3). 

Посл%дӣее сравнеше относится къ числу т®хъ, которыя р®ша- 
ются по способу показанному въ Š 29; ршая ero по этому 
способу, мы паходимъ, что ему удовлетворяетъ 1. biaa а —1 
въ уравненіяхъ, опредъляющихъ Р u Q, имфемъ 


р а В 


9 “чл, 
"EM LULA Ros p end Arai. ών 
2y —à 


Отсюда для опредфлешя z, числа удовлетворяющаго срав- 
ненію 22 == — 2 (мод. 3°), выходить 
z = — 5 (мод. 3°). 
Показавши какимъ образомъ рЪшается сравненіе z^ == 4 (00.0), 
ΓΑΒ œ какое нибуть простое нечетное число, переходимъ къ 
přmeniio сравнешя =” = q (мод. α"β"γ'.....). 
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q'uya EN. siya c. . πή 
Если (z) жнр (2) к=н (2) == 1,......,; TO по сказанному 
нами найдутся числа U, ©, @,... удовлетворяюшія сравненїямъ 
и? == q (мод. o"), e? =q (мод. β΄), w == q (οὐ. y')............ 
Эти числа опред%лятся такими сравненїямп 


и == А (мод. 0"), е==В.(мод. gh, w == С (мод. y'),............ 


Ho не трудно убфдиться, что между числами, опредфляемыми 
каждымъ изъ этихъ сравненій, найдется число 


n.r Va" —(a—1 m,r п—1(8— т оп "1 (7—1 
4(6"у"..) ^ "О Вауу бт, 


т 


Въ самомъ abb, это число по модулю c^ сравнимо съ 
т—1 (α--- 1) 


AOI cease) . ΤΑ. I A ^ 
pewb 17 сравнимо съ Í по тому же модулю 0, m cba. 


a^ — 1 (a — 4) 


HO тео- 


сравнимо съ 4. Также докажется, 
что это число сравнимо съ В по модулю В”, съ С по модулю у” n 
т. д.... А потому это число будетъ удовлетворять каждому изъ 
сравненій 
xm 
а г 
и? == q (мод. e”), =q (мод. 6"), W V (мад. y'),.......... 
п сл%д., называя ero черезъ a, будемъ им%ть 
ЗЬ г 
а? = q (мод. 0"), a? == q (мод. 6"), а? eq (мод. y^), ...... 
Ho такъ какъ въ этпхъ сравненїяхъ модули o", y^, у”,....... 


числа относительно другъ друга простыя; ибо а, 9, yy 
суть различныя простыя числа; то по $ 9 эти сравненія пред- 


полагаютъ 
а? = q (409. а” 8" y'....... 
Tax» опредфлится г, удовлетворяющій сравнепію 
а? = q (мод. p), 
ra% q число простое съ ·р, a p число нечетное, состоящее изъ 
произведешя простыхъ ‘чисель 0, В, γ».......... дая которыхъ 


(4) ΝῊ (2) ко (1) n MTM 


Этимъ мы оканчпваемъ теорію сравненій второй степени. 


=  —— - 
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ГЛАВА V. 


О СРАВНЕНІЯХЪ ДВУЧЛЕННЫХЪ. 

$ 31. Подъ пменемъ сравненій двучленныхъ разумвютъ срав- 

ненія такого вида 
x” — А = 0 (мод. p), 

гд n, А, р kakia нибудь числа. Мы начнемъ съ простъйшаго 
случая: Á — 1, р число простое. Мы будемъ предполагать p 
отличнымь отъ 2; ибо πο $ 20 при р = 2 сравненіе 
а" — А = 0 (мод. р.) приводится къ 1-й степени. ΄ 

Относительно сравненій вида a" — 1 = 0 (мод. p.) мы до- 
кажемъ слфдующую теорему: 


3+. ТЕОРЕМА. 


Если одно и тоже число удовлетворяет сравнешямь 
gro = 0, z"— 1==0 (мод. p); то оно удовлетворяет5 также 
сравненію x° — 1 == 0 (мод. p), гдь c одщій наибольшй дњ- 
литель чисел т и п. 


Доказательство. Пусть будетъ а то число, которое yao- 


влетворяетъ m сравнепію a" — 1 == 0 (иод. p) и еравнепію 
2" — 1 = 0 (uod. р); мы будемъ имфть 
а" == 1, а" == 1 (мод. p), 
а будетъ число простое съ р; ибо иначе было бы а”==0 (мод. р.) 
По положевпію о будучи общимъ наибольшимъ  дфлителемъ 


m п 
чиселъ т и п, Bb частныхъ SI дастъ числа простыя между 


т 


п e > 
собою. Но при Ἢ простыхъ между собою наидется 2, 


` . т п 
удовлетворяющее сравненїю — х —1==0 (мод. —), что пред- 


т п ° 
полагаетъ д%лпмость ο — 1 на >. Означая частное отъ этого 


дфлешя чрезъ у, найдемъ е 


т 1 Per. n $ 
откуда выходить о 
mz ња: пу == Філа АЎ 
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Но изъ сравневій 
a" ==1, a" = 1 (мод. p), 
возводя первое въ степень Z, второе въ степень у, выводпмъ 
а"! == а" (мод, р), 
что по сокращенін на а” (число простое съ р; ибо, pmAban, 
а простое съ р) даетъ 
απ "У gx 1 -(мод. p), 
rab замфняя mz — ny черезъ ὦ по (19), пм%емъ 
а == 1 (мод. р), 
что и слБдовало доказать. 
На основані этой теоремы не трудно доказать слфдующую: 


35. ТЕОРЕМА. 


Сравнеше a" — 1 = 0 (мод. p) uumems о ръшеній, если о 
есть общій наибольшій дълитель чисель m u p—1, u эти 
ръщешя найдутся изъ cpaenenia x? — 1 == 0 (мод p). 

Доказательство. Сравненію а” — 1 ==0 (иод. p) могутъ 
удовлетворять только числа недълящіяся на р; ибо для 2 крат- 
наго p будетъ 2” == 0 (мод. p). Ho no теорем Фермата для 
c не дфлящагося на р будетъ 

gh! — 1= 0 (мод. p). 

И такъвс®% числа, удовлетворяющія сравненію a7 —1==0(мод. р), 
будутъ также удовлетворять сравненію c^ `! — 1 =0 (мод. p); 
откуда слБдуетъ по доказанной нами теорем®, что эти числа 
будутъ удовлетворять сравненїю 

g^ — 1 = 0 (mòd. p), 
ΓΑΒ о общий наибольший дълитель чисель p — 1 п m. 

Также не трудно уб%диться въ обратномъ, что вс® числа, 
удовлетворяющія этому сравненію , будутъ удовлетворять п 
сравпенію 5” — 1 == 0 (мод. p). 

Въ самомъ arb, изъ сравневія а” — 1 == 0 (мод. р) выхо- 
дитъ 2° == 1 (мод. p), а это по возведены въ степень 


т т " 
<у (число — есть mbi0e; ибо ὦ есть дфлитель M), даетъ 


2” == 1 (мод. р), пли 2” — 1 == 0 (мод. р.) 
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Итакъ сравненїямъ a" — 1 = 0, a? — 1 == 0 (мод. р) 6y- 
дутъ удовлетворять однф ú Tb же числа. Haws остается те- 
перь показать, что эти сравнешя имфютъ ὦ рфшенй; это легко 
сдЪфлать надъ сравнешемъ x? — 1 == 0 (мод. р). Tak» какъ o 
есть дфлитель р — 1; то zs есть число ц%лое; называя ero 
его черезъ n, найдемъ p — 1 == on. Bcabaersie чего 2” — а 
представится такъ αγία” — 1), nau æ [(2°)" — 1"], а это at- 
лится на 2° — 1; ибо разность степеней д%лптся на разность 
корней, Ho если c^ — x дфлатся на αὖ — Í безъ остатка; то 
по 26-ой теоремф сравненіе x° — 1 = 0 (иод. р) имфетъ ө pt- 
шеній. А такъ какъ это сравнеше удовлетворяется одними чи- 
слами съ 2” — 1 = 0 (мод. р); то и это сравпеніе пмфетъ c 
р®шенїй; откуда и слфдуетъ предложенная нами теорема. 

Такъ сравнеше a? — 1 = 0 (мод. 17), rab общ напболь- 
шій дфлитель чпселъ 10 m 17—1 есть 2, будетъ имфть только 
два рфшешя, которыя найдутся изъ сравненія aha 1 (мод. 17). 
Замфчая, что этому сравненїю удовлетворяетъ 1 и 17 — 1 — 16, 
вєл®дствїе qero р®шенїя ero суть 

x = 1, x = 16 (мод. 17), 
мы заключаемъ, что р®шенїя сравненїя 2'° — 1 = 0 (мод. 17) суть 
x = 1, x = 16 (мод. 17). 

Ha основанш этой теоремы р®шене сравнешя 2” — 1 == 0 
(мод. p) сводится на р®шенїе сравненїя 2° — 1 == 0 (мод. p), 
rab о д%литъ p — 1; этимъ-то сравнешемъ мы теперь и зай- 
мемся. Относительно его мы докажемъ сл%дующую теорему: 


36. ТЕОРЕМА. 


Сравненію x? — 1 == 0 (мод. р), 10m © дълить р—1, удов- 
p—1 
летворяеть число «==п ° , если п простое c5 p. 
p 


Доказательство. Въ самомъ bab, полагая «=n ° , wa- 


XOAUM'b | 
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Ho no теорем Фермата при п простомъ съ p будетъ 
п?—1 — 1 == 0 (мод. p), 
слБдовательно также 
a? — 1 == 0 (мод. p), 
что и са$довало доказать. 
Η-1. Мея ui 
Такъ 2 " * | Πρ, ΜΡ ΜΚ булутъ удовлетворять 
сравненію 25 — 1 == 0 (мод. 11). 
Такимъ образомъ мы можемъ найти нъсколько рЪшеній срав- 
uenia а” — 1 == 0 (мод. p). Чтоже касается до опредфлешя 
всъхъ ero рфшенш, то относительно ихъ докажется сл®дующая 


теорема: 
37. ТЕОРЕМА. 


Если число 0 удовлетворяеть сравненію x? — 1 == 0 (мод. p) 
и не удовлетворяет5 cpaeneniaMo 2“ — 1 ==0, a E ід... 
α5 —1 = 0 (mod. p), 10w а, 8,....с суть Omauineau c (включая 
сюда и 1); mo ecm о рњшеній сравненія 2° — 1 == 0 (мод. p) опре- 
дълятся такъ 


Доказательство. He трудно уб%диться, что если 0 удовле- 
творяетъ сравнепію a^ — 1 == 0 (мод. р); то ему удовлетво- 
ряетъ m 0", какое бы ни было число n. Въ самомъ дл, если 
O удовлетворяетъ сравненію a^ — 1 == 0 (мод. р); το 0° — 1 ==0 
(мод. р), пли 0° == 1 (мод. р). Но возведя 06% части этого срав- 
nenia въ степень n, находимъ ("° == 1 (мод. p), пли 0"? — 1 —0 
(мод p.) а это показываетъ , что O" удовлетворяетъ сравненйо 
2° — 1 == 0 (мод. p). На основанш этого, мы заключаемъ, что 

δι 9 
будутъ удовлетворять сравпенію 
а — 1 = 0 (мод. p), 
и салд. будутъ удовлетворять ему ΒΟ числа, опредфляемыя 
сравненіями 
x = 0,20 == Û", .......... == 0° (мод. р)........ (20) 
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Докажемъ же теперь, что въ этомъ ряд% сравненй н%тъ 
двухъ сравнений тожжественпыхъ между собою. Для этого до- 
пустимъ противное, допустимъ, что здЪсь кая нибудь два срав- 
ненїя 

x == 0”, z = 0" (мод. p) 
тожжественны между собою; числа т и п, какъ показатели @ 
въ сравненіяхъ (20), будутъ боле 0 и ue болфе о m пусть т 
будетъ болфе n. 

Допустивши, что сравнешя 

x = 0", x = 0" (мод. p) 
удовлетворяются однимъ m TMD и тфмъ же числомъ 2, мы 
находимъ 

0" == 0" (мод. р), 
что по сокращеніп на 0” даетъ 
0"7" — 4 = 0 (мод. p). 
Это сравненіе вмств съ сравнешемъ 0° == 1 (мод. p), 
которому Ó удовлетворяетъ по положенію, предполагаетъ 
0° — 1 == 0 (мод. р), 

rab œ общій напбольшій дфлитель m — n m Ὁ (смотр. теорему 
3%). Но ὦ’ не mowers быть равнымъ б; пбо ©’ есть akan- 
тель т—п, Trab m ú n боле 0 и не borbe о, а потому m— n < o. 
Но если число о’ меньше в, TO, ABIA о, оно должно быть од- 
нимъ изъ дфлителей его: o,/9,......c; всл%дствіе чего преды- 
дущее сравнеше должно быть однимъ изъ сравненй 

@® —1==0, O —4==0,,..... .:05 — 1 == 0 (мод. p). 

Эти же сравненія, по положению, не могутъ имфть м®ста. 

Итакъ между сравненіями 
x == 0, е = @Ў,........ж == 0° (мод. p) 
не можетъ быть двухъ тожжественныхъ между собою, CATA. 
въ нихъ заключаются BCb c ршеній сравненія 
x? — 1 == 0 (мод. p), 
что п слфдовало доказать. F 
Tak» чтобы найти Bc р®шенїя сравненїя 2° — 1 ==0 (мод. 13) 
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мы должны найти число, которое бы удовлетворяло ему, не удо- 
влетворяя сравнешямъ 
x — 1 = 0, а? — 1 = 0, 25 — 1 == 0 (мод. 13). 

Замфчая, что такое свойство принадлежитъ числу №, мы за- 

ключаемъ, что р®шенія сравненія 
x° — 1 == 0 (мод. 13) 
суть 
gm k, αΞξ]ν', c=, а= h, а= 65, а = ° (мод. 13), 
или 
gm, x= 3, х==19, x= 9, z == 10, x= 1 (мод. 13). 

$ 32. Переходимъ теперь къ еравненіямъ a" — 4==0 (мод. p), 
rab 4 какое muyab число недфлящееся на p, а p число npo- 
стое, которое мы опять предполагаемъ отличнымъ отъ 2. 

Относительно сравненій этого вида мы докажемъ слъдую- 
шую теорему. 


38. ТЕОРЕМА. 


Сравнеше a" — А = 0 (мод. р) возможно только 65 томо 

um 
cAyuam, кода И ° =1 (мод. р), 1дъ о общій наибольшій дъ- 
литель чисель р— 1 и т. Kowa же это сравнеше возможно, 
гоно иметь © рьшешй, которыя найдутся U35 сравненія 
x? — А” == 0 (мод. p), 10m л есть число, удовлетворяющее 


условію 2 п==1 C n) ^ 

Доказательство. Мы предполагаемъ Αἱ недълящимся на p; 
по этому число 2, удовлетворяющее сравнению 2” — 4 = 0 
(мод. p), пли a" = A (мод. p), не можеть быть кратнымъ р; 
ибо въ этомъ случаф было бы a" = 0 (мод. p) m сравнеше 
x” == А (мод. р) дало бы 4 == 0 (мод. p). Но если 2 не дЪлится 
на p; то no теорем Фермата будетъ 

аР" * == 1 (мод. р). 

Возводя 06% части этого сравнешя въ степень — ,à члены 

сравненія 
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„ы 
x™ = А (мод.р) 


—1 —1 
xb степень і (числа = : Po. будутъ ц%лыя; n60 ὦ есть 


общій д®литель m m р — 1), находимъ 
(p -- 1) т т(р— 1) ps 
d °. ке, 4 “° =A ° (мод. р); 
откуда сл®дуетъ 
p-a 
А ° = (мод. р). 
И такъ для возможности сравненія 
2" — А = 0 (мод.р) 
необходимо, чтобы Á удовлетворяло сравненію 
Р— 1 
4..9 86.5 πμ ας ια 
Предположимъ теперь , что это условіе выполняется и до- 


кажемъ , что въ такомъ случаЪ вс® числа, удовлетворяющя 
сравненію | 
2" = А (мод. р), 
удовлетворяютъ также сравненію 
q^ = 4" (мод. р), 
rab л число, опредфляемое сравнешемъ 


πε 1 (мод. ex. ) 
$798 o 
Число o, будучи общимъ напбдльшимъ дЪ%дителемъ чиселъ 


т —1 
m пр— 1, въ частныхъ—, Po даетъ числа простыя между 


m p—1 ^ 
собою. Ho прп > ү простыхъ между собою найдется чи- 


МАБ + ΓΞ; р 4 
сло л, удовлетворяющее сравнению — л = 1 ( мод. —— ) 
для такого числа л разность - л — 1 будетъ длиться на Р—1. 


Называя с частное отъ этого д%ленія, будемъ имфть 
[5 


"л 1 
д) = $ геу 


или 


тл — ç (p — 1) == 9.5... (22) 
7 
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Ha основанїп этого уравненія мы покажемъ , что сравнеше 


== Á (мод.р) 
предполагаетъ 
α” == А” (мод. p). 
Въ самомъ abb, возводя o6% части сравненія 
"== Á (нод. p) 
въ степень л, находимъ 
77 == А" (мод. р); 
по теорем$ же Фермата имфемъ 
α τι (мод.р), 
rab возведя обв части въ степень с, получаемъ 
050 — 1) 5x4, или 1 — a5 0— 0. (мод. p). 
Ho изъ сравненй 
ат” А", 1 = а5 U— (мод. p), 
перемножая ихъ почленно, выводимъ 
nt em Aa PIY (мод. p), 
что по сокращеніп ga 260 — будетъ 
В z 4” (мод. p). 
Замфняя же зд®сь тл — с (р — 1) числомъ ὦ πο (22), 
Haii e wb 
x? = А” (мод. p), 
что и сї®довало доказать. 
Изъ этого видно, что сравненїе 
"== А (мод. р) 
не можетъ имфть ръшеній отличныхъ отъ ръшеній 2° == 4" (мод. p). 

Убъдившись въ этомъ, мы докажемъ остальпую часть пред- 
ложенной нами теоремы. Для этого мы докажемъ, что сравне- 
nie 2° = A” (мод. р) имфетъ w ршеній п что Bch они удовле- 
творяютъ_ сравнению 2” = 4 (мод. p). 

Чтобы увфриться въ первомъ, мы по $ 21 пшемъ octa- 
токъ, получаемый при’ дфленш а” — 2 на 2° — А”. Этотъ 
остатокъ мы легко находимъ , замфчая, что a^ — 2 можетъ 
м такъ представлено, 


- 
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Съб pra л(р — 1) 
[e ° ασ μαμα ^ 10 
р‘ pai 
rab [(2°) ° — (47) ° ]α очевидно, длится ma a^ — 47. 
Откуда c.rbayerb, что искомый остатокъ есть 


πίρ — 1) 
[4 ° —1]2. 
z(p — 1) 
Ho здъсь коеффищенть 4 °  — 1 длится на p; ибо по 
(21) имфемъ 
— p-—Aa 


Pi ° zm 1 (мод. p), 
что HO возведеніп въ степень л даетъ 
πρ — 1) 
A ° =1 (мод.р); 
caba. по теорем® 26 сравненїе z^ == И” (мод. p) имфетъ о 
ръшеній. 


Haw» остается теперь доказать, что BCH ръшенія сравне- 
нія a” = Á” (мод. р) удовлетворяютъ сравнению 2” — A == 0 
(мод. р). Для этого мы замфтимъ, что сравнеше a^ == 47 
(мод. p) по возведенін его частей въ ο” - даетъ 

ME 
x” = А ° (мод. p). ) ai 
Вычитая же 4 изъ обфихъ частей этого" сравненія, найдемъ 
лт 
2” — A= А — A (мод. p), 
или 
sensi 
x” —А==АЛ (А ° —1) (мод. p). ` 


Внося сюда величину лт изъ (22), получаемъ 


ε(ρ-- Ὁ 
x” —A= AÁ (А ° — 1 (мод. р).:..... (23) 
Но по (21) А удовлетворяетъ сравненїю 
E f 
° == { (мод. p), 
‚ которое по возведеши его частей въ степень ç будетъ x» 
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с(р — 1) 
A ° = (мод. p), 


или 
Кай.) 
Я ° —1==0 (мод. p). 
Въ сл®дствїе же этого сравнеше (23) приводится къ Ta- 


кому 
e” — А==0 (мод. p), 


что п оставалось намъ доказать. 
Для примфра возьмемъ сравненіе 
x? — 3 = 0 (nod. 11). 
Общ напболышїй дфлитель 8 m 11 — 1 есть 2. Caba. для 
возможности этого сравненїя необходимо быть 
u-t 
3 2 ==1(мжод. 11). 
"-ι 
Это условіе выполняется; ибо 3 2 = 3° — 243, что срав- 
нимо съ Í по модулю 11. Ръшенія же этого сравненїя найдутся 
изъ сравнешя 22 — 3” == 0 (мод. 11), где л опред%ляется 
условіемъ 


1 (мод. "io , 


или Í 
л == 1 (мод. 5). 


Ръшая это сравненіе по способу, показанному въ Š 15, maxo- 
димъ 
m == h" 3 = 6% (мод. 5). 
Откуда впдпмъ, что за л можно взять №. Всл%дствїе этого 
сравнеше 
а? — 37 == 0 (мод. 11) 
даетъ 
x? — 81 == 0 (мод. 11). 
Но этому сравненїю удовлетворяетъ z—49 n 2 == 11 = 
Cab. рышешя сравненїя 
x? — 3 == 0 (мод. 11) 
суть 


ὰ WWW.frcin.org.pl Д,“ 


ΕΜΑΤΥΟΖΝΥ 


МАТ 
950 War 


GABINET 


+ 


— 101 — 
x= 2, x = 9 (мод. 11). 


Изъ доказанной mamm теоремы относительно сравненїй вида 
x” — А == 0) (мод. р) выводимъ слфдующую: 


39. ТЕОРЕМА. 


Cpaeuenie х" 4-41 = 0 (мод. р) не имтетё ръшенїя, если 
p — 1 по освобожден omo общихь множителей co т npu- 
водится къ числу нечетному. Do противном5 случаю это 
сравнеше имтъеть о рљњшеній, если p — 1 и m имъютё об- 
щим5 наибольшимь дълителемь ὦ и эти ръшенія найдутся 


"iss сравненія a^ + 1 = 0 (мод. p). 
Доказательство. По теореме 38 для возможности сравне- 


Szawskis 
E 


q^ -- 1 == 0 (мод. p) 


необходимо, чтобы удовлетворялось сравненїе 
злу 
(—1) ° =1 (мод. р); 
P — Í число нечетное; CATA. 


ω 


а это He можетъ nwbTb MbcTa, если 


частное отъ дфлешя p — 1 на о, общ напбольшій дфалитель 
Если-же 


чисель т и p— Í, должно быть числомъ четнымъ. 


"BWarzystwa рее 


Lg 1 
P — число четное; TO условіе 
Р— 1 


(—1) ° =1 (мод. р) 


выполняется, à Db этомъ случаф по доказанной нами теорем 


сравненіе 
| q^ + 1 == 0 (мод. p) 
иметь о рфшеши m эти рёшенія найдутся изъ сравненія 
(мод. р), 


а° س‎ (— 1)” = 
ΓΑΒ л есть число, удовлетворяющее сравненїю 
т лей (под. 5) 
ω ω 


Но такъ какъ въ nocabauewp сравненін модуль. число чет- 


ное, а вторая часть ue длится на 2; то и первая должна быть 
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писломъ простымъ съ 2. Откуда сафдуетъ, что л число He- 
четное, а потому сравненіе 
æ? — (— 1)” == 0 (.мод. р), 
которымъ опредъляются р®шенія сравнешя 
2" + 1 == 0 (мод. p), 
приведется къ такому a 
x? + 1 == 0 (мод. p). 
Tak» уб®ждаемся мы въ справедливости предложенной Ha- 
ми теоремы. 6 
На основаніп этой теоремы. мы заключаемъ, что сравненіе 
αἲ = 1 == 0 (мод. 13) 
не имфетъ рЪшешя; пбо общій напбольшій дфлитель № и 13 — 1 
есть №, а частное отъ дленія 13 — 1 на № есть 3, число He- 
четное. Напротивъ сравненіе 
αἱ -- 1 == 0: (мод. 13) 
пм%етъ три рёшенія; ибо общий нанбольшій дълитель 9 m 13 — 1 
есть ὃ, а ὃ, для 13 — 1, даетъ въ частпомъ число четное %, 
п ръшенія этого сравнешя найдутся изъ сравненія 
αὖ =- 1 == 0 (мод. 13). 
$ 33. До cux» поръ мы говорили о сравненін 2—4 == 0 
‚ (мод. р), предполагая p числомъ простымъ. Обращаемся теперь 
Kb TMb случаямъ , когда здъсь р число составное. Мы npes- 
положимъ p числомъ простымъ относительно т и 4 и дока- 
жемъ, что въ этомъ случай, если можно удовлетворить ерав- 
ненію 2” — Á = 0, принимая за модуль его какое либо изъ 
простыхъ чиселъ, входящихъ въ составъ р; то ему можно удо- 
влетворить и при модул% p. 
Мы начнемъ съ частнаго случая, предположивъ, что р== с", 
rib œ какое нибудь простое. ифлое , недфлящее m и Αἵ, и 
покажемъ, какимъ образомъ изъ ръшенія сравненя 


д” — А ==0 (мод. а) 


могутъ быть выведены р%шенія сравненій / 
x" — А==0 (мод. αὖ), a" — A= 0 (мод. αὖ), ит. д. 
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Пусть будетъ а число, удовлетворяющее сравненїю 
e” — A = 0 (мод. a); 
число а He будетъ ΛΈΛΗΤΡΟΝ на с; ибо 4 no положению не 
д%лится на а. Для опред%ленїя числа, удовлетворяющаго Cpa- 
вненио o” — 4 == 0 (мод. «?), положимь a = а-н oz и бу- 
демъ искать 2 подъ условіемъ 
(а + az)” — A == 0 (мод. o°), 
которое приводится къ слфдующему 
т(т — 1) 
1.2 

Ho зд%сь œ есть общ множитель членовъ сравнешя m 
модуля; ибо а, будучи числомъ удовлетворяюшимъ сравнешю 
v" — A =Q (мод. а), въ разности а” — 4 даетъ число 
кратное o; BO всъхъ же прочихъ членахъ сравнешя и въ MO- 
ΑΥ̓ΛῸ число о входитъ множителемъ. Сокращая ero, находимъ 


а®—А--та'"—1шз-- a" Ag... a” 5" ==0\ мод. αἲ). 


an — A EA , m(m — 1 IL Lm 
-r- та” a Oa یں‎ at 12" 0 (009.0). 


Ho такъ какъ 


—1 didis 
a - ) а" И at ond 2m || (мод. а); 


то предыдущее сравненіе прпведется къ такому 
с —= та" х == 0 (мод. о). 

Это сравнеше, будучи первой степени относительно пепз- 
вфстнаго z, легко ршается. Притомъ не трудно убЪлиться, 
что оно всегда имфеть рфшеше: въ немъ ΚΟΘΦΦΠΠΙΟΠΤΊ, при z, 
будучи составленъ изъ пропзведенія чпселъ т и а простыхъ 
съ а, будетъ число простое съ модулемь o; въ этомъ же CAY- 
чав сравненіе первой степени всегда имђетъ рфшеше. 

Итакъ рфшешемъ сравненія 


ат — 4 


x - Ema" zum. (м00: а) 


найдется число Z, HO которому число, удовлетворяющее CpaB= 


+ 


ненію 
LJ 
е a" P^ ὤΞξθ (жод. о), 
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выразится такъ: 4 = а - az: Покажемъ теперь, какимъ обра- 
зомъ по числу b, удовлетворяющему еравненію 
2" — A = 0 (мод. о), 
найдется число а, для котораго 
a" — A = 0 (мод. a°). 
Для этого полагая въ этомъ сравненш 2 = ὦ + au, Bbl- 


BOAUMD 
(b + au)” — А = 0 (мод. αὖ). 


Разлагая же (Б + au)” по биному Ньютона, сокращая вс% 
члены сравнешя и модуль на о? и опуская члены кратные с, 


какъ дфлали выше, найдемъ для опред%ленія и сравненіе 


m. 
C + тб” y = (мод. а). 


Отеюда опредфлится и. Зная же и, мы опред$лимъ число, 


удовлетворяющее сравнению 
а” — A= 0 (мод. αἲ), 
изъ уравненія а — b --- о?и. 

Поступая такимъ образомъ , мы будемъ находить р®шенїя 
сравненй а” — А == 0 при модуляхъ o*, o^, и T. д. 

Для примфра найдемъ ръшеніе сравнешя 2° — 2==0 (мод. 97). 
Сначала ръшаемъ сравнеше 2°— 2 == 0 (mod. ἃ), которое no 
теорем 38-й приводится къ слфдующему 

x — 9" = 0 (мод. 3), 
ΓΑΒ л onpeatbaserCs условіемъ 
5л == 1 (мод. 2). 

Замфчая, что этому условїю удовлетворяетъ л == 1, мы дая 

ръшенія сравненія αἱ — 2 == 0 (мод. 3) паходимъ 
x — 2 == 0 (мод. 3). 

`Откуда заключаемъ, что 2 есть число ему удовлетворяющее, 

п для ръшенія сравненія 
q^ — Qz (мод. 93) . 
полагаемъ: == 2 -+ 32, rab = опредфаяется условіемъ 


πο 7 5.95— 1z = 0 (йод. 3), · 


HAN 
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10 + 80z zx 0 (мод. 3), 
которое no сокращенш ma 10 приводится къ слфдующему 
8z = — 1 (мод. 3). 

Между числами, удовлетворяющими этому сравнению, нахо- 
димъ 1; принимая ее за z, мы находимъ, что 2 -+ 3z равно 5 
и это будетъ число, удовлетворяющее сравненію 

2% — 2 == 0 (мод. 37). 

Обращаемся теперь къ сравненїю a" — А = 0 (мод. p), гд 
р какое нибудь число простое съ т и A, и докажемъ, что если 
р состоитъ изъ произведешя простыхъ чиселъ o, 6, γ,..... à 
для которыхъ сравненїя 4 
x” — А0 (нод. а), z” — А==0 (мод. 8), z” — 4 —0 (мод. y)... 
uwbiorb рфшеня; TO можно найти р®шенїе сравненія 

z” — А = 0 (мод. p). 

Пусть |будетъ р = 08“ ...... По пріему показанному нами 
- мы найдемъ числа, удовлетворяющія сравнешямъ 
a" — A — 0 (мод. ^), 2" 4—0 (мод. Θ΄), z” — А==0 (мод. у’)... 

Пусть эти числа будутъ М, N, Р,....... ; по Treopexb 13-й 
BC числа, опредфляемыя сравнешемъ 

а == М (мод. а^), 
будутъ удовлетворять сравневію | 
д" — И==0 (мод. τ 
числа, опредфляемыя сравнешемъ 
e = N (мод. 8“), 
будутъ удовлетворять сравненїю 
2" — А == 0 (мод. (9^), 
ит. д. Ho въ Š 30 выд%ли, какпмъ образомъ можно найти 
число, удовлетворяющее всфмъ сравненіямъ 
æ == М (мод. о), e = N (мод. 8"), z == Р (мод. y^), ....... 
и CBA. всфмъ сравненіямъ 
a” — 420 (мод. o^), a" — 4 — 0 (мод. β΄), a" — А==0( мод. у”)... 

А такъ какъ o, β, γ...... ΤΉΝ простыя числа; TO MO- 

дули этихъ сравненїй o^, 8“, γ’....... суть числа относительно 
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лругъ друга простыя; а Bb этомъ случа% orm сравнешя по { 9 
предполагаютъ | | 
z” — А == 0 (мод. o^ B" y" ....). 
Такъ мы найдемъ число, удовлетворяющее еравненію 
д" — А == 0 (мод. α 9" y" ......), 
опредфливши число, которое удовлетворяетъ сравненіямъ 
а == М (мод. α΄), z == N (мод. y“), ac == Р мод. д”), ...... А 
rab M, №, Р,....... числа, опредфляемыя условіями 
М" — А == 0 (мод. a), 
N” — А = 0 (мод. 8"); 
P" — А == 0 (мод. у’); 


...... .”. s. .......... wes.......... .... 


ГЛАВА VI. 


О СРАВНЕНІЯХЪ ВИДА а“ == / (мод. р). 


$ 3%. До cux» поръ мы занимались изслфдовашемъ такихъ 
сравпеній, которыя заключаютъ въ себ алгебраическую ц%лую 
ъүнкцїю неизвъстнаго и разсмотр%ли замфчательнъйшия изъ этихъ 
сравненій: сравненія первыхъ двухъ степеней m сравненія дву- 
‘членныя. Теперь переходимъ къ сравненіямъ, которыя содер- 
жатъ неизвфстное показателемъ. Изъ этихъ сравненійи самое 
замфчательное есть a^ == Á (мод. p), rab р число простое, нелћъ- 
лящее а и A. Этимъ сравненіемъ мы теперь и займемся. Отно- 
сительно его легко доказать слфдующую теорему: 


40. ТЕОРЕМА. 


Если число α удовлетворяеть сравненію а“ == А (мод. р); 
то ему удовлетворяеть и всякое число, сравнимое Cò а по 
модулю р — 1. 
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Доказательство. Если z сравнимо съ « по модулю p — 1; 
το z —@ ится на р — 1. Называя с частное отъ дфлешя 
х — & на найдемъ 

z— а = (р — 1); - 
откуда сл%дуетъ ; 
а*—°>=аР—%#. 

Ho по теорем% Фермата а”—! и caba. αρ ΠΕ сравнимо съ 
1 по модулю р; поэтому 

a^^ == 1 (мод. p). 

Имфя же по положенїю 


a“ == А (мод. p), 
мы перемноженіемъ этого сравнешя съ предыдушимъ находимъ 
а == А (мод. р), 


что и слфдовало доказать. 

Изъ доказанной нами теоремф видно, что если сравнению 
а" == А (мод. p) удовлетворяетъ одно число, то ему удовлетво- 
ряетъ безконечное множество другихъ, сравнимыхъ съ первымъ 
по модулю p — 1. Но sc эти числа, сравнимыя между собою 
по модулю p — 1, мы принимаемь за одно ршеше сравненія 
α΄ == А (мод. р). Въ этомъ значени сравненіе 

α΄ = А (мод. p) 
будетъ имфть столько р%шенїй, сколько положительныхъ чи- 
селъ меньшихъ р — Í и carba. не сравнимыхъ между собою по 
модулю p — 1 ему удовлетворяетъ (*). Эти ршенія предста- 
вятся такъ 
e= a, Qm 0...2 = 0, (мод. p — 1), 


TAB α,, α,,.........α, суть положительныя числа, меңышя а 


[| 


и удовлетворяющя сравненію 
а^ = А (мод. p). 


(*) До этого мы доходимъ, повторяя о ръшеніяхъ сравненія <” == A (мод. р) 
тъже сужленія, которыя дЪлали въ $ 12 при опредълени числа  ръшеній 
сравненія fx == 0 (мод. p). 
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Показавши какъ считаются рёшенія сравнения a” == А (мод. p), 
мы npucrynmwb къ опред%ленїю числа пхъ п "" Aa съ ча- 
стнаго случая 4 = 1. 

Относительно сравненія a“ == 1 (мод. р) легко доказать сл%ъ- 
дующія теоремы: 


41. ТЕОРЕМА. 


Если сравненію a" == 1 (мод. p) удовлетворяет» e = «; то 
ему удовлетворяеть всякое число кратное a. 

Доказательство. Въ самомъ abab, если сравненію а” == 1 
(мод. p) удовлетворяеть 2 = а; TO 4“==1 (мод. р). Это же 
сравнеше по возведенш въ какую нибудь степень п будетъ 
а" = 1 (мод. p); откуда слфдуетъ что па удовлетворяетъ срав- 
merit a” == 1 (.мод. p). ч 


42. TEOPEMA. 


Если сравненію а* = 1 (мод. р) удовлетворяет число a; 
mo emy удовлетворяет и общій наибольший дњлитель чисель 
а и p— 1. 

Доказательство. Эту теорему легко вывести изъ теоремы 
35-й, доказанной нами для двучленнаго сравненія 2” — 1 == 0 
(мод. p), по которой число а, удовлетворяющее этому сравнешю, 
должно также удовлетворять сравнению 2° — 1 == 0 (мод. p), 
rab ὦ общ напбольшій дфлитель т m p— 1 и сл$д. сравне- 
mie a” = 1 (мод. р) предполагаетъ сравнеше а“ = 1 (мод. p), 
въ чемъ и заключается предложенная нами теорема. 


43. ТЕОРЕМА. 


Наименьшее число, за исключеніемѕ 0, удовлетворяющее 
сравненію α == 1 (мод. p), есть дљлитель p — 1; прошя же 
числа ему удовлетворяющія суть кратныя этого дтњлителя. 

Доказательство. Пусть будетъ о наименьшее число, удов- 
летворяющее сравненію а” == 1 (mod. р); по предыдущей теоре- 
wb сравнению a“ == 1 (мод. р) будетъ удовлетворять общій nan- 
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болышй дфлитель чпселъ o m p - 1. Ho этотъ д%лптель чи- 
селъ p—1 п а, удовлетворяя сравненїю а == f (мод. p), A04- 
женъ быть равенъ G; ибо въ противномъ ‘елуча$ онъ бы былъ 
меньше c, между т®мъ какъ по положенію « есть наименьшее 
число, удовлетворяющее сравнению a“ = 1 (мод. р). Итакъ α 
должно быть дълителемъ числа р — 1. 

Теперь докажемъ, что вс числа, удовлетворяющія сравненію 
α΄ == 1 (мод. р), суть кратныя о. Для этого мы замфчаемъ, что 
по предыдущей теорем сравненіе 4” == 1 (400. p) предпола- 
гаетъ a° == 1 (мод. р), rab c общ наибольший дълотель чп- 
сель 2 m p— 1, Это же сравнеше вмстъ съ а“ == 1 (мод. p) 
предполагаетъ (см. теор. 3%) a^' == 1 (мод. p), rab o общій nan- 
больший д%лптель с m ὦ. Но w должно быть равно а; иначе о’, 
будучи общимъ напбольшимъ д®лителемъ α m ὦ, было бы мень- 
ше а, п такъ какъ ©’ удовлетворяетъ сравненію a" == 1 (мод. р), 
TO мы бы нашли въ c число меньше с, которое удовлетво- 
ряетъ сравненію а* = 1 (мод. p), что противно положенію. 
Итакъ о’ равно с. Но мы видфли, что œ есть общий напболь- 
шій дфлитель c и р — 1; сад. o, равное о’, дфлитъ Ge, что и 
сл®довало доказать. 14 

` Tak» замфчая, что напменьшее число (посл® 0), удовлетво- 
ряющее сравнению 2“ ==1 (мод. 31), есть 5, мы заключаем, 
что только числа кратныя 5 будутъ удовлетворять этому срав- 
ненію. 

По доказанной нами теорем мы заключаемъ, что напмень- 
шее число, удовлетворяющее сравненію 4” == 1 (мод. р), есть 
одинъ изъ д%лителей p — 1 (изъ этого числа не исключается 
само p — 1, которое. по теорем Фермата удовлетворяетъ срав- 
ненію a? 7 = 1 (мод. р) |, п если это число есть а; то BCB 
числа, удовлетворяющія этому сравненію, начиная отъ 0, пред- 
ставятся такимъ рядомъ 


0, σα, 2α, 0002000022 


откуда видно, что 
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0, с, 2a, офоо оо ооо + α 


суть едипствепныя числа, удовлетворяющія сравненію a” == 1 
(мод. p) ú меньшія p—1; caba. ръшенія сравненія а*==1 (мод. p) 
суть 
—1 
x = 0, += 0, в == 20,...... 0 == x (2= — 1) (мод. p — 1), 
p—4 
т е 


Tax» замфчая, что наименьшее число, удовлетворяющее срав- 
ненїю 2” == 1 (мод. 31), есть 5, мы заключаемъ, что это срав- 


S 31—1 = 
неніе им%етъ == 6 р®шенїй, которыя суть 


| 5 
&==0, t= 5, ===:2.5, v3.5, az %.5, ac m 5.5 (мод. 30). 
Мы нашли, что число решеній сравнешя а” == 1 (мод. p) 


опредфляется отношеніемъ р — 1 къ ¢, r&b c наименьшее чи- 
сло, удовлетворяющее этому сравненію. Отсюда сл®дуетъ, что 
это сравненіе имфетъ одно только рфшеше, если наименьшее 
число, удовлетворяющее этому сравненію, есть р — 1. 

35. Переходимъ теперь къ сравнешямъ a“ == (мод. p), 
rib Αἱ какое нибудь число, недфлящееся на р, и докажемъ 
слфдующую теорему: 


kk. ТЕОРЕМА. 


Если сравненію а“ == А (мод. р) удовлетворяеть А, а nau- 
меньшее число, удовлетворяющее сравненію а“ = 4 (мод. p), 


. —1 Lm 
есть o; mo первое сравнене имтьеть =— ршенш , которыя 


суть 
аф 
Έξλιαξλ-ι-ααξςλ-ι-θα,..αΞςλ-ι- & ЕЗ 1) o (мод. p—1). 


Доказательство. Если А и о удовлетворяютъ сравненіямъ 


a” = 4,08 == 1 (мод. p); 


то 
а == А, а“==1 (мод. р) 
Возведя o65 части посл®%дняго сравненія 2 какую нибудь 
степень п и перемноживъ его почленно Cb d n. dd (мод. p), 
находимъ 
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à a^ + nz = A (мод. p) 

Откуда ясно, что А + πα удовлетворяетъ сравненію а*==А 
(мод. р), какое бы нибыло цфлое число п. 

Не трудно также убЪдиться, что кром чиселъь вида À -+ an 
нфтъ другихъ способныхъ удовлетворить сравненію а” = 4 
(мод. р). 

Въ самомъ aab, если a” == 4 (мод. р); то a” = a“ (мод. р); 
пбо, по положению, A удовлетворяетъ сравненію a^ == 4 (мод. p). 
Но сокращая сравнеше a” = a^ (мод. p) naat, naxoauws a^ = t, 
(мод. p), что по #3-й теореме предполагаетъ дфлимость 2 — А 
на α. Полагая же частное отъ д%ленїя 2 — А на c равнымъ n, 
находимъ 2 — А = απ m ενα. 2 = А + απ. 

Итакъ числа, удовлетворяющія сравненїю a" == 4 (мод. p), 
опред®ллются Формулою 2 = А + оп, гд® п какое нибудь чи- 
сло. Но эта Формула при значеніяхъ n CpaBHHMBIXb по модулю 
Loue даетъ числа сравнимыя между собою πο модулю р — 1; m 
обратно при двухъ значеніяхъ п, несравнимыхъ по модулю =, 


значешя А ~ ољ будутъ также несравнимы. Въ этомъ мы 
убъждаемся, замфтивъ, что сравнеше 

λ-ι- оп = А - απ’ (мод. p — 1) 
по уничтожеши A m сокращены α въ объпхъ частяхъ сравне- 
нія п модулБ приводится къ слфдующему 


p—1 


n zn (мод. - 
tx 


—1 
Ho mo модулю — BCE числа сравнимы съ однимъ изъ сл®- 
дующихъ 


| —1 
0, 1, 2, wec Е — 1 5 


которыя несравнимы между собою; CATA. BCE числа, опред®%- 
ляемыя Формулою х = ап, будутъ сравнимы по модулю р 
Cb однимъ изъ чиселъ ; | 


1, А-а, λ--θα,.....λ-- «(et — 1); 


сами же они другъ съ другомъ будутъ несравнимы. А потому 
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вс® числа вида A -+ по, или, что одно H тоже, удовлетворяю- 
mia сравнению q^ == А (мод. p), опредлятся сравненіями . 


1=, v -+ g, a= i-o, 0a (Ê — г) (од. 1), 


п эти сравнешя ΒΟ различны между собою; откуда и сл$дуетъ 
предложенная нами теорема. 

Tak» замфчая, что сравнению 2* — 13 (мод. 17) удовлетворяетъ 
т = 6, напменьшее же число, удовлетворяющее сравненю 2* ==1 
(мод. 17), есть 8, мы заключаемъ, что сравнеше 2* == 13 (мод. 17) 


8 


имфетъ › или 2 ршенія, которыя суть 
x= 6, х==6-+8 (мод. 16). 


$ 36. На основанїн доказанной нами теоремы число ръшеній 


& 


сравненія a" == Á (мод. р), въ случаЪ его возможности, опре- 
дъляетея числомъ ръшеній сравненія α == 1 (мод. р). Теперь 
мы раземотримъ особенно TOTS случай, когда сравнеше 
a“ == 4 (мод. р) пмфетъ одно ршеніе m слъд. наименьшее чи- 
сло, удовлетворяющее сравненію a* == 1 (мод. р), есть p — 1. 
Въ этомъ случа число а получаеть названіе первообразнаго 
корня числа р и сравнеше a“ == 4 (мод. р) особенно зам%ча- 
тельно по своимъ приложешямъ. Этимъ сравненіемъ мы теперь 
и займемся. Относительно его мы докажемъ сл$дующую Teo- 


рему: 
45. E σμῶ 


Если а есть первообразный корень числа р, u 4 не ðm- 
лится на p; mo сравненіє а“ == А (мод. p) имъетт одно pw- 
шеніе. 

Доказательство. Въ самомъ abab, по свойству первообраз- 
наго корня а напмёньшее число, удовлетворяющее сравненію 
а” = 1 (мод. р), есть p — 1. Но въ этомъ случа no предыду- 
щей теорем сравненіе а" == Á (мод. р) или имфетъ одно р%- 
menie пли не имфетъ ни одного. Докажемъ же, что посл®днее 
He можетъ имфть мста при .4 недфлящемея на р. Для этого 


`` 
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Е" | š Р е ج‎ . š 
*. допустивъ , что сравненїе а” == 409. р) не имфетъ р®шенїя, 


Мы зам%чаемъ, что 4, не будучи кратнымъ р, при дЪленш нар 
“даетъ въ остаткЪ одно изъ чпселъ 


1, 2,........p — 1, 
п CATA. съ однимъ изъ этихъ чисель будетъ сравнимо по MO- 
дулю р. Пусть это число будетъ г. Имфя A == r (mod. p), мы 
изъ сравнешя q^ = £4 (мод. р) выведемъ а" == г (мод. p), KOTO- 
poe не будетъ имъть рёшенія ; ибо по положепїю не имфетъ 
его сравнеше a" == (мод. p). Но такъ какъ а число простое 
съ p; то a°, at, а?,....... a^ — не длятся на р, п CATA. каждое 
изъ нихъ по модулю р сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 
1, 2, 3, ....... p — 1. 
Откуда слфдуетъ, что всф p — 1 чисель 0, 1, 2, .......р — 2 
уловлетворяютъ какому либо изъ р — 1 сравненій 
a= 1, a" =2, а" = 3, ....... a" ==р — 1e) N00. p). 

Ho такъ какъ одно изъ нихъ есть а" == r (мод. р), которое 
не имфетъ рфшешя; то sc p — 1 чиселъ 0, 1, 2, .......р — 2 
должны удовлетворять остальнымъ р — 2 сравнешямъ, и CANÈA. 


по крайней mbp одному изъ нихъ удовлетворяютъ два числа v; 

nob ряда 0, 1, 2,....... p — 2, что не возможно; ибо это пред- PX 

пелагаетъ въ этомъ сравненіп два рёшешя. Итакъ нельзя 40- A à 

пустить, чтобы сравнеше a" == А (мод. р) при A недълящемся ~ dw 
Жж о 


на р не имфло ръшешя, а это и слфдовало’ доказать. 

На основан этой теоремы мы заключаемъ, что если а е‹ 
первообразный корень числа p; TO для всякаго числа 4, megb- 
лящагося на p, сравнеше а” == A (mod. р) будетъ имфть одно 
рішеніе, и CAA. будетт удовлетворяться однимъ числомъ мёнь- 
пимъ р—1 и не мёнышимъ нуля. Такое число называютъ указате 
лен5 числа 4; первообразный же корень а получаетъ въ этомъ 
случа названіе основанія указателей. Итакъ число 2 будетъ 
указателемъ числа 4, по основанию а, если 2, будучи меньше 
p — Ü п пе меньше 0, удовлетворяетъ сравненію a" == 4 (мод. р), 
п въ этомъ случа мы будемъ писать TAKb ο — 
| 8 
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x= Ind. А. 
Πο сказанному нами мы найдемъ Ind. 4, ръшая сравнеше 
а* == А (мод р) п выбирая между числами удовлетворяющихи 
ему то, которое меньше p — Í и не меньше нуля. Tak» при or 
нихъ и ΤΈΧΊ же модул p m ocuopaHin а мы найдемъ одну BEJI- 
чину для указателя какого либо числа М, недфляющагося на p. 
Обратно зная, что Ind. 4 = x, мы для опредфлешя числа 4 
будемъ пифть сравнеше a” == А (mod. р). Ho этимъ не onpe- 
дЪляется вполн% число 4; этому сравненію удовлетворяютъ pe 
числа, сравнимыя съ 4 по модулю р, и сл%д. BCE они имфютъ 
одинъ и тотъ же указатель. Итакъ зная указатель 4, мы бу- 
демъ знать только число, съ которымъ Αἱ сравнимо по модулю 
р. Это число опредфляется сравненіемъ A = a” (мод. p), при 
x = Ind А. Пояснимъ это примфромъ. Пусть будетъ р == 7. 
Tars какъ сравненію 3" == 1 (мод. 7) не удовлетворяютъ числа 
1, 2, 3, №, 5;*ro 3 есть первообразный корень чиєла 7. При- 
мемъ же его за основаніе и найдемь указателей 1, 2, 3, ^, 5, 
которые булутъ также указателями BCbXb чиселъ, сравнимыхъ 
съ 1, 2, 3, №, 5 по модулю 7. 
Чтобы найти указателя 1, мы должны р®%шить сравнеше 
9 "== 1 (мод. 7). 
Но ему, очевилно, удовлетворяетъ 0; сл%л. 
Ind; 1 = 0. κ” 
He трудно убъдиться, что m всегда указатель Í есть 0; 
ибо сравнешю 4” = 1 (мод.р) всегла удовлетворяетъ a = 0. 
Чтобы найти указателей 2, 3, №, 5, 6, мы должны р®%пить 
сравненія 
37 == 2, 3" = 3, 3" == k, 3" == 5, 3° == 6 (мод. Т), 
п между числами ему ‘удовлетворяющими найти Tb, которыя 
меньше 7 — Í и не меньше 0; а это приводится къ тому, 
чтобы найти, которое изъ чиселъ 
3", 35:85; Ek 
сравнимо съ 2, 3, %, 5, 6 по модулю 7. Но такъ какъ эти 
числа равны Y 
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3, 9, 27, 81, 2^3, 
п остатки отъ дфленя пхъ-на 7 суть 
9, 2, κό h 
то мы заключаемъ, что 
31 = 3, 3*==2, 3* 6, 3! == %, 3° == 5 (мод. 7). 

Carba. 
iid. 3 = 1, Ind. 2=29, Ind: 6 == 3, Га. 6 =, Ind. 5 = 5. 

Отсюда для опред%ленія указателей чиселъ 1, 2, 3, ^, 5, 
no модулю 7 п основанїю 3, выходитъ такая таблица 


Ind. 1 — 0, 
Ind. 2 --- 9, 
Ind. 3 — 1, 
Ind. = ^, 
μά ο ες 
Ind. 6 — 3. 


По этой таблиц мы находимъ указателей всякаго числа A, 
простаго съ 7, зам%чая, что такое число будетъ сравнимо по 
модулю 7 съ однимъ изъ чиселъ 1, 2, 3, №, 5, 6 и сад. съ 
этимъ числомъ имфетъ одного указателя. Такъ для опредфлешя 
указателей 20 и 2918, мы находимъ , что по модулю 7 эти 
числа сравнимы съ 6 и 3. Откуда слфдуетъ i 

Ind. 20 = Ind. 6 = 3, 
Ind. — 18 = Ind. З = 1. 

Для опред%ленїя чиселъ по данному указателю мы преды- 

дущую таблицу разположимъ такъ: 


D = πα, 1, 
* 0T 
2, — Ind. 2, 
3 — Ind. 6, 
ъ= Ind. ^, 
9 — Ind. 5. 


По этой таблице мы найдемъ, какое изъ чиселъ 1, 9, 3, №, 5 


имфетъ данный указатель. Такъ найдемъ, что указатель 3 при- 


надлежитъ числу 6. Откуда заключаемъ, что BC числа, им®ющїя 
* 
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указателемь З по модулю 7 и ocmosaui З, сравнимы съ 6 
по модулю 7. 


lla» сказаннаго нами видно, что составлеше таблицъ ука- 
зателей He представляетъ никакихъ затруднен , когда найде- 
ны первообразные корни. Но какъ найти ихъ — мы покажемъ 
впослфдствш. Теперь же мы займемся изложешемъ свойствъ 
указателей, на основанш которыхъ таблицы mxb могутъ быть 
употребляемы съ чрезвычайною выгодою при ръшевніп многихъ 
вопросовъ Теорш чиселъ. Въ концф этой книги помфщены 
таблицы указателей для модулей меньшихъ 200. Ont запмство- 
ваны нами изъ лекцій Алгебрическаго m Транцендентнаго Ана- 
лиза Г-на Академика Остроградскаго. Таблицы noa буквою 
I служатъ для опредфлешя указателей по данному числу; таб- 
лицы же подъ буквою V по данному указателю служатъ для 
опредфлешя чиселъ. Въ тфхь m другихъ таблацахъ данное 
(будетъ ли это указатель пли число) разбивается на десятки 
п единицы; единицы находятся въ верхней строк, десятки въ 
крайней 1Ъвой; искомое же находится на одной вертикальной 
съ единицами и на одной горизонтальной съ десятками. 


Tar», чтобы найти указателя 167 по модулю 193, мы въ 
таблицъ подъ буквою Í для модуля 193 ищемъ въ верхней 
ετροκΏ 7, a въ крайней слфва 16; число же на одной ropu- 
зонтальной съ 16 и на одной вертикальной съ 7 есть. 101; 
это и есть искомый указатель 167. Обратно желая опредфлать 
притомъ же модулЪ и оснонанш κακία числа имфютъ указате- 
лемъ 101, мы въ таблиц подъ буквою N въ верхней строк% 
ищемъ 1, въ крайней 10; соотвътствующее имъ число въ таб- 
unb 167. Откуда заключаемъ, что числа, имъющя указателемъ 
101, сравнимы съ 167 по модулю 193. 


S 37. Займемся теперь изслфдовашемъ свойствъ указателей, 
на которыхъ основывается употреблеше ихъ таблицъ. 
i ; e: m 


κ 


- y 
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46. ТЕОРЕМА. 


При модуль р указатель произведенія нъскольки»ъ чисель 

сравним Có суммою игә указателей по модулю p — 1. 
Доказательство. Пусть будетъ A, В, С,.... данныя числа и 
Ur, 


iU, i”, ихъ указатели по модулю p и основанію d; по свой- 
ству указателей будетъ 


a! = А, α΄ == В, a" == С,....:(мод.р). 


Перемножая эти сравнешя между собою, найдемъ 


ауа АВС...,.. (мод. p). 
Но если Í есть указатель ABC.....; то 
a! = АВС..... (мод. p). 


Изъ этого же сравненія и предыдущаго выходитъ 


ны" -+.... 1 
== а (мод. p), 
что no сокращеши на а! даетъ 
TS" E, 
gt --ὲ --....-- ге 1 (мод. p). 
Итакъ число i= i +... Í удовлетворяетъ сравненйо 
a" == 1 (мод. p), а это по теорем 13-й предполагаетъ, что 


это число есть кратное напменьшаго числа, удовлетворяющаго 
сравнению α΄ == 1 (мод. р), которое по свойству первообразныхъ 
корней есть p — 1. Carba. разность iA iA #’-+..... — I длится 
на р — 1, а это выражается сравнешемъ 


] i-e di + i" -+...... (мод. p — 1), 

"TO H слвдовало доказать. 

Такъ по модулю 199 и основанію 127 ннходимъ 

Ind. 2 = 19%, Ind. 5 = 6, Ind. 19 — 11, 
сафдовательно | 
Ind. 2. 5.19 = 19% ~ 6 ~ 11 (мод. 198), 
пли 
Ind. 190 == 211 (мод. 198). 

Замфчая, что число меньшее 198 и cpasumwoe съ 211 no 

модулю 198 есть 13, мы заключаемъ, что Ind. 190 = 13. Такъ 


۹ 
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мы можемъ всегда найти указателя составнаго числа, зная ука- 
зателей простыхъ чисель, входящихъ въ составъ его. 

Ha основанш доказанной нами теоремы мы заключаемъ, что 
указатель степени сравнимъ по модулю р = Í съ произведе- 
ніемъ показателя степени на указателя корня. Въ самомъ ABB, 
мы нашли, что 


Ind. АВС..... = Ind. А > Ind. В ~ Ind. C..... (мод. p — 1). 


τον Hpeanoaaras зд®сь Á = В = С =......... и называя п число 
п A, В, C,......, мы находимъ 
Ind. А" == п. Ind. А (мод. p — 1). 


Такъ при модул% 199 находимъ Ind. 2° = 3 Ind. 2 (мод. 198). 
Ho Ind. 2 есть 19%. Caba. Ind. 2° = 3. 19% == 582 (мод. 198). 


37. ТЕОРЕМА. 


Если г удовлетворяет сравненію Ax” == В (мод. p), 19m 
А u В числа недълящіяся na р и p число простое; mo yka- 
затель x удовлетворяетв сравненію п. Ind. z = Ind. B — Ind. А 
(мод. р — 1). 

Доказательство. Takt какъ два числа, сравнимыя по MO- 
дулю p, имфютъ одного указателя при томъ же модул$; TO изъ 
сравненія 

Аа" == В (мод. р) 
выходить 
Ind. Ax" = Ind. В. 
Ho no предыдущей теорем® Ind. Ах" πο модулю p — 1 срав- 
нимъ съ Ind. A ~ Ind. 2", a Ind. z” сравишмъ съ n Ind. а; сафдо- 
вательно 
Ind. А + n Ind. © = Ind. В (мод. p — 1): 
откуда выходитъ 
n. Ind. а = Ind. В — Ind. А (мод. p — 1), 
что и CATAQBA4O доказать. 

Ha основанш этой теорепы легко р®шаются всЪ сравненія 

вида 4” == В (мод. р) при p простомъ, A u B недълящихея 
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на p. Сюда относятся сравненїя первой степени, сравненія BTO- 
рой степени вида 2° == q (мод. p) и sch сравненія двучленныя. 

Начнемъ съ приложенія этой теоремы къ сравненіямъ пер- 
вой степени. Если данное сравнеше есть fa == В (мод. p); то 
на оспованін предыдущей теоремы найдемъ 


Ind. z == Ind. В — Ind. А (мод. p — 1). 


Замфчая, «ro Ind.z me можетъ быть мен%е 0 и 6oJrbe р — 2; 
мы изъ этого сравненїя найдемъ его величину, опредфляя Hai- 
меньшее положительное число, сравнимое съ Ind. В— Ind. A 
по модулю p — 1. Найдя указателя 2, мы по таблицЪ найдемъ 
число, съ которымъ 2 сравнимо по модулю р; это и будетъ 
искомое ръшеніе. 

Tak» для р®шенїя сравненія 

102 = 9 (мод. 11) 
находимъ 
Ind. x = Ind. 9 — Ind. 10 (мод. 10). 


Ho изъ таблицъ указателей видимъ, что 


Ind.9 = 6, Ind. 10 = 5; 
откуда выходитъ 
Ind. z = 6 — 5 == 1 (мод. 10), 
и слфдовательно fnd. 2 = 1. Но fnd. 2 = 1 соотв%тствуетъ 
а == 2, caba. z == 2 (мод. 11). š 

Для ръшенія сравнешя а? == q (.иод. р), мы изъ предыдущей 

теоремы выводимъ 
2 Ind. x == Ind. q (мод. p — 1). 

Предполагая здЪсь р числомь нечетнымъ, мы замфчаемь, 
что коеффищентъ искомаго fnd. 2 и модуль имфютъ общимъ 
наибольшимъь дълителемъ 2. Изъ этого по теорем® 18-й мы 3a- 
ключаемъ, что это сравненіе m сл®д. 22? == q (mod. p) не имфютъ 
ръшенія, ecan Ind. q ue дфлатся на 2. Въ противномъ cy arb 
по теорем 19-й сравненіе 2 Ind. x = Ind. q (мод. p — 1) óy- 
деть имЪть два р%шенїя и сафд. найдется два числа въ ряд% 
0, 1, 2......р—2 ему удовлетворяющая. Эти числа будутъ зна- 
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чешя [14.2 n no нимъ мы найдемъ два р®шенїя сравненія 
а == q (мод. p). 

Для примфра возьмемъ сравненіе 

α == 10 (мод. 101). 
Ръшеше ero приведется къ cpasneniio 
2 Ind. x = Ind. 10 (мод. 100). 

Ho по таблицамъ находимъ Ind. 10 — 25, что на 2 недЪлится, 

caba. это сравнеше не имфеть рфшешя. ДЪйствительно, опре- 


Š ^ 10 
д%ляя 3Haueuie (хот) находимъ 


(т) = бо) (и) = = —( = = —( =— (5) ы: 


что обнаруживаетъ невозможность сравненія α; == 10 (мод. 101). 
Для Apyraro примфра возьмемъ сравненїе 
2° == 30 (мод. 107). 
Рьшеше этого сравненія приводится къ такому 
2 Ind. x == Ind. 30 (мод. 106). 
Но Ља. 30 есть 80, число четное. Caba. это сравненіе 
uwberb р®шенїе. 
Р%шая сравнеше 
2 Ind. x = 80 (мод. 106), 
мы находимъ, "TO напменышя числа, ему удовлетворяюшія, суть 
^0 и 93. Caba. 
Ind.» = №0, Ind. 2 = 93. 
Ho эти показатели соотвфтствуютъ чиеламъ 6% n 3. Caba. 
ръшенія сравнешя 27 == 30 (мод. 107) суть 
га == 6h, z == 43 (мод. 107). 
Обращаемся теперь къ р®шенїю двучленныхъ сравненїй 2 == В 
(мод. р). 
Р%шеніе этого сравненя по предыдущей теоремъ приводится 
Kb слфдующему ) 
n. Ind. x == Ind. В (мод. р — 1). 
По теорем 18-ой это сравненіе будетъ невозможно, если 
общий няпбольшій дфлитель чисель n и р — 1 не дфлитъ Ind. В, 
сафд. Bb этомъ случа сравнеше 


WWW.rcin.org.pl 


— 121 — 


ac^ == B (мод. p) 
ue пм%етъ р®шенїя. Если же общій напбольшїй дфлитель пир — 1 
есть ὦ, и o д%литъ Ind. В; то сравненїе 


n. Ind. x == Ind. В (мод. p — 1) 


no теорем® 19-й им%етъ œw ршеній. Откуда выходитъ ὦ paz- 
личныхъ значенїй Ind. 2, и сл%д. o ръшеній сравненія 2” == В 
(мод. р); все это подтверждаетъ намъ 38-10 теорему, по KOTO- 
рой сравненіе z^" == В (мод. p) или ne имфетъ р®шенїя или nmb- 
етъ ихъ столько, сколько единицъ въ общемъ наибольшемъ Ab- 
лителв чисель ви р— 1. 

Для примфра возьмемъ сравнеше 2"? == 17 (мод. 127). Для 
р®шенїя этого сравненія выводимъ 


12 Ind. x = Ind. 17 (мод. 126). 


Находя для величины Ind. 17 число 118, которое не at- 
лится на 6, общаго наибольшаго дфлителя 12 и 126, мы 3a- 
ключаемъ, что сравненіе 

12 Ind. а = Іпа. 17 (мод. 126), 
и CAA. сравненіе 
x? =47 (мод. 127) 
не mwberb р®%шенїя. 
Для apyraro примфра возьмемъ сравненїе 
ag? == 38 (мод. 127). 
Изъ этого сравнешя выходитъ 
12 Ind. z == Ind. 38 (мод. 126), 
или 
12 Ind. æ == 60 (мод. 126). 

Jabcb 60 дЪлитея на 6, обшій напбольшій д%литель чиселъ 
12 и 126. Crba. это сравнеше им%етъ 6 р®шенїй; эти р%ше- 
нія мы найдемъ по 19-й теоремф, сокращая въ предыдущемъ 
сравненін модуль и 06% части на 6. Это даетъ намъ 

2 Ind. х = 10 (мод. 21). 

Р%шая это сравнеше, мы находимъ, что наименьшее число, 

ему удовлетворяющее, есть 5. Откуда дая р%шенія сравненія 


- 
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12 Ind. z == 60 (мод. 126) 
выходитъ 
Ind. 2 = 5, Ind. z = 26, Ind. £ == ΝΤ, 
Ind. 2==68, Ind. z = 89, Ind. xz110. 
Изъ этихъ же сравненій сл®дуютъ Takia 6 значеній Ind. æ 
5, 26, 17, 68, 89, 110. 
llo этимъ указателямъ соотвЪтствуютъ числа 
65, 30, 92, 62, 97, 35. 
(δα. ршенія сравнешя a? == 17 (nod. 127) суть 
х==65, 2 == 30, === 92, z = 62, 2 == 97, х == 35 (мод. 127), 


$ 38. Переходимъ теперь къ опредфленио первообразныхъ 


| (мод. 126). 


корней и докажемъ, что всякое число а простое съ p m Hey- 
довлетворяющее сравнешямъ 
E "t КОЗ 
a < =í, „a P ==1,а ? =1,...(мод. р), 
rab с, 5, y, .... суть простыя числа, входяшія въ составъ p — Í, 
есть первообразный корень числа p. 

Μα вид%ли, что а будетъ первообразнымъ корнемъ числа p, 
если сравненіе ‘а == 1 (мод. p) не удовлетворяется числомъ 
мёньшимъ р—1. Покажемъ же, что это будетъ uwbrb wbcTO въ 
сдфланныхь нами предположеніяхъ. Для этого мы допустимъ 
противное и обнаружимъ несообразность его. | 

Если сравнеше а* ==1 (мод. р) удовлетворяется при 2 < p — 1; 
TO по теорем 12-й удовлетворяется сравненіе q^ == 1 (mod. р), 
rab c общій наиболышй дфлатель чисель p — 1 u æ, и c.rba. 
о меньше р— 1. Поэтому дробь = приведется къ ц%лому 
числу, превосходящему 1. Но въ составъ этого» числа MO- 
гутъ входить только числа G, В, у, .... ., входящїя въ составъ 
р— 1; сафдов. одно изъ чисель с, Q, у, ....... А®литъ частное 
Реб Пусть же это будетъ 8 и частное отъ дфлешя се на 8 


пусть будетъ c. Им%я 


МЫ ВЫВОДИМЪ 
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Ha ocmosauim же этого уравнешя, мы изъ сравненія 
α- == 1 (мод. p), 
возводя Οὔ. части ero въ степень c, находимъ 
kuska 
a == 1 (мод. p), 
что противно положенїю. 

Итакъ сравнеше а* == 1 (мод. p) не можетъ удовлетворяться 
при 2 < р — 1, а потому а есть первообразный корень числа p, 
"TO.H слдовало доказать. 

_ На основанш этого не трудно доказать сл®дуюшую теорему: 


48. ТЕОРЕМА. 


Если для а невозможны сравненія 
а = a, 2 ава, z? Ξ-α,ι (90. p), 
дь о, 8, у,.......суть простыя числа, вжодяийя въ coemaes 
р— í; то а есть первообразный корень. Въ противном слу- 
чаъ а не есть первообразный корень. 
_ Доказательство. По теорем$ 38-й отсутствіе рфшенй въ 
сравненіяхъ 
| α΄ = 0, кшй, a oem d, eee (M00. B) r: 
rab @, Û, y, ..... суть д®лители p — 1, предполагаетъ, что срав- 
uenia j 
ἐπέ г Ex 
а “ =1,a Р = фа ? == 1,........ (M00. p) 
ue имфютъ рфшешя, a въ этомъ случа, какъ доказали, число 
а есть первообразный корень числа р. 
Напротивъ того, если какое нибудь изъ сравненій 


e“ == a, а? == a, а? == a,.........(400. p). 


удовлетворяется; TO им%етъ ΜΈΟΤΟ одно изъ сравненїй 


p—1 p—1 p—1 
а“ =1, ав =1,а ? z4,....(w00. p), | 
= "P. E o 
и CAA. число а не есть первообразный корень. gites 
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$ 39. На ocmosauim этой теоремы легко найти Bc числа 
Bb рядЪ 1, 2, 3,........ .р— 1, которыя не суть первообразные 
корни. По доказанной нами Teopewb, если а не есть первооб- 
разный корень p, то какое нибудь изъ сравненій 


q^ za, а” ЕЕ а, а) == а,........ (0000. р) 
имфетъ рфшене, а это мы узнаемъ потому, что одно изъ срав- 
ненїй 
1^ = a, 2° == q, 3^ zx a, ...... (p — 1)“ = a, 
Ра, 9P == a, ЗЁ== a, ......(р— 4) == a, 
17 =a, 9) = a, 3 == a, ......(p — 1) == a, (мед. p) 


удовлетворяется. CBA. число а, не будучи первообразнымъ кор- 
немъ, будетъ сравнимо по модулю p съ OAHUMb изъ чиселъ 


э Αν Өр ον (p — 1)°, 
15 95, ЗВ, MA λα (p — 1)#, 
р ЭМЕ Mg Oysa ΟΜΑΝ (p — 1), 


а потому между остатками отъ дфлешя этихъ чиселъ на р Haii- 
дутся Bcb числа, которыя меньше р и не первообразные корни 
p. Выкинувъ же эти числа изъ ряда 


мы найдемъ ΒΟ первообразные корни меныше р. Что же ka- 
сается до чиселъ, которыя превосходятъ р и имфютъ свойство 
первообразныхъ корней, они, какъ не трудно убЪдиться, бу- 
дутъ еравнимы съ первыми по модулю р; мы на нихъ не бу- 
демъ останавливаться, потому что они ничего особеннаго не 
представляютъ и говоря o “ΠΟΛ первообразныхъ корней р, мы 
будемъ разумфть только T, которые меньше р. 

Приложимъ сказанное нами къ опред%левію первообразныхъ 
корней числа 13. Такъ какъ въ составъ 13 — 1 входятъ 2 и 
3; то въ paat 1, 2, 3, ^, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 вс чи- 
сла, отличныя отъ остатковъ д%ленія 

ТА. ο ον SY Ῥ 93 UN: 443; 12", 
15 ας 557. 6 158, μες, 12° 
на 13 будутъ первообразные корни. . 
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Ho д%ля 
47, 95,95, οὐ Лу ο τὰ 105 ЖИЙ, 12* 
πα 19, мы находимъ такой рядъ остатковъ 
1, ^, 9, 3, 12, 10, 10, 12, 3, 9, h, 1; 
д%ля же 
45.95, 33, M IS, 6°, T8695. 95 40 445. 4 
находимъ остатки 
$, 8, rh 42; -8, 8, δ, δ. ἐν: 10; 5:508. 
Исключая изъ ряда 
4, 2, 3. 5, S, 6; 7, 8,9; 19, 14, 48 
числа равныя этимъ остаткамъ, находимъ, что первообразные 
корни числа 13 суть 
ασ, 44, 

6 ^0. Показанный нами способъ опред%ленїя первообраз- 
ныхъ корней, замфчательный т®мъ, что даетъ BCT эти корни, 
становится почти не выполнимымъ, когда ишутъ первообраз- 
ные корни числа довольно большаго. Въ этомъ случа легче 
бываетъ найти одинъ изъ первообразныхъ корней (чего дая 
насъ, какъ увидимъ, совершенно достаточно), пробуя различ- 
ныя числа возводить въ степени п искать, которая изъ нихъ 
сравиима съ Í по модулю р, числу котораго ищемъ перво- 
образный корень. Если возводя а въ степени 1, 2, 3,......... 
мы дойдемъ до a^ !, пе найдя между ними числа сравнимаго 


u 


съ 1 no молулю p, мы заключаемъ, что @ есть первообразны 
корень числа р. Если же мы вайдемъ, что а” == 1 (мод. p), 
п меньше р— 1; то мы убЪфдимся, что а непервообразный 
рень. Въ этомъ случаЪ мы будемъ искать число, котораго 
пменышая степень, сравнимая съ единицею по модулю p, npe- 
восходила бы п m такое число мы всегда найдемъ , поступая 
сафдующимъь образомъ. 
Мы возьмемъ число изъ ряда 


t: Шар. Уы s. É .....р — 1, 
отличное отъ остатковъ дфлешя 
ati и? абу ra a. ow am 


Ф 
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на p п станемъ искать низшую степень его, сравнимую съ 
единицею по модулю р. Пусть выбранное нами число будетъ б 
и низшая степень ero сравнимая съ единицею булетъ m. Не 
трудно убЪфдиться, что т не будетъ ни равнымъ п, ни Aban- 
телемъ п; ибо въ ΤΟΜΕ и другомъ caysab число Ü удовлетво- 
ряло бы сравненю 5^ == 1 (мод. p), что не возможно по тео- 


рем 37-й при b несравнимомъ съ α', а?,......а' 


по мо- 
дулю p и n наименыпемъ числ, удовлетворяющемъ сравпенію 
a” == 1 (мод. p). Поэтому или т будетъ больше п и caba. само 
b будетъ числомъ, котораго низшая степень , сравнимая съ 
единицею , превосходитъ п, пли т, будучи меньше п, въ CO- 
став своемъ будетъ заключать множителя недфлящаго n. Въ 
послфднемъь случаф мы легко найдемъ по а, б, т и п число, 
котораго низшая степень, сравнимая съ единицею, превосходить 
п. Для этого мы найдемъ общаго нанбольшаго дфлителя чисель 


т и п, и этого дфлителя разложимъ на два множителя 7 H Ç 
' n m 
такъ, чтобы ys и € были числа относительно другъ друга про- 


стыя (*); потомъ найдемъ Значеше α 0 или числа сравнимаго 
съ нимъ по модулю р. Такого числа низшая степень, сравнимая 
съ единицею , булетъ всегда боле п. Чтобы уб%диться въ 
этомъ, мы докажемъ, что если 


e = a" bs, СМ == 1 (мод. р); | 


mn 
то N дфлится на — И CATA, низшая степень c, сравнимая съ еди- 
š ç 


-вицею по модулю р, превосходптъ п; ибо лс, будучи общимъ 
Abauregewb т и n, ΓΛΒ т ne дфлитъ п, будетъ меньше т. 


(*) Чтобы cx5aaTb такое разложеніе o, общаго наибольшаго дЪфлителя чи- 
селъ т и п, мы разложимъ ero на произведеніе простыхъ чиселъ и возь- 
мемъ въ составъ л TB простыя числа, которыхъ показатели въ о не ниже 
показателей въ л; въ составъ же возьмемъ тъ простыя числа, KOTO- 
рыхъ показатели въ о не ниже чъмъ въ т. Что-же касается до простыхъ 
чиселъ, которыхъ показатель въ т и п и CATA. въ о одинъ и тотъ-же, 
мы HX безъ разлнчія можемъ взять въ составъ л или с. 


* 


- 
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mu 
Чтобы доказать д%лимость № на r^ rab 


eN == 1, c = a" ὃς (мод. р), 
мы 2aMbuaewb , что изъ этихъ сравненій по исключен!и C Bbl- 
ходитъ 
a7 == 1 (мод. p). 
Возволя-же это сравнеше въ степени RE 2, находимъ 
¿nN mrN 
ni = 1, а 61 (мод. р). 
Ho мы вилфли, что т и n удовлетворяютъ сравненіямъ 
а" ==1, b” = f (мәд. p); 
всл%дствїе чего предыдущія сравненя приводятся къ 
ΜΕΣ 267 
b л 


1, a $ ==1 (мод.р). . 
А Nn 
Эти-же сравненїя по теорем №3 предполагаютъ, что —— 


mr N 
длится Ha т, E дфлится на n; ибо n um суть наимень- 
ο. фо ° 


mia числа, удовлетворяющія сравненіямъ " 5 
a” == 1, b” == (мод. p). 


Π.Ν mz NV 
Ho д%лимость —— Ha m, —— на m предполагаетъ числа 
E 

n m 
пй mrN ας OW т 
----, ‚ ила —-, —— цфлыми. А потому число = М должно 
лт en m n y: : © 

5 π 


n n m 
дълиться на — а число — № должно дълиться на —. Но эта 
т п 
дфлимость. при — m — простыхъ между собою, предполагаетъ 


n m . 
д%лимость № на числа та Š cata. на произведеше ихъ 
mn 
πε’ ЧТО H ΠΜΈΛΗ въ виду доказать. 


Такимъ образомъ по числу, котораго низшая степень, срав- 
нимая съ единицею по модулю р, есть n, rab п меньше p — 1, 
мы всегда найдемъ число, котораго низшая степень, сравнимая 
съ единицею, будетъ превосходить п; м CAA. повторяя эти 
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„ 
прїемы достаточное число разъ. мы необходимо дойдемъ до 
числа, котораго низшая степень, сравнимая съ единицею по 
модулю р, будетъ не меньше р — 1; такое число и будетъ пер- 
вообразный корень числа р. | 

Для примфра опредфлимъ по этому способу первообразный 
корень числа 17. Испытываемъ не есть ли 2 первообразный 
корень его. Для этого дфлимъ 

24... 
на 17; въ остаткЪ отъ этихъ дфлени находимъ 
1, 2, 8, 16, 15, 13, 9, 1,...... 

Дойдя до остатка 1, который получаемъ при д%ленїш 2% 
на 17, мы оканчиваемъ д%ленїе m заключаемъ, что 2 не есть 
первообразный корень. Посл% того беремъ другое число мень- 
mee 17 и незаключающееся между остатками 1, 2, 8, 16,15,13,9 
и пробуемъ не есть-ли оно первообразный корень. Наимёньшее 
изъ этихъ ΠΟΘΙ» есть 3; его мы и беремь для испытания. 
Д%ля < up А 

3, 2 3 as 3۴ 2 91, 35, 3°, 3", 94, 27%, 325. 2 3!5 
на 17 m не находя въ ocrárkb 1, мы заключаемъ, что З есть 
первообразный корень 17. 

Для другаго прим%ра возьмемъ число 73 и найдемъ его nep- 
вообразный корень. Начнемъь испытанія съ 2, какъ числа npo- 
стъйшаго. ДЪля числа 

κ. Φα 2 2 Nr ο tsa 
на 73, мы найдемъ въ остатк® 

9; Ν. 8, 16, 32, 6:55, dT; Ἐν όνος 

Откуда видимъ, что 2 удовлетворяетъ сравневію 
9° = 1 (мод. 73), 
m след. 2 не есть первообразный корень. Дале, замфчая, что 
между остатками 
; | 97 &, 8; 16; 32; 68, 55, 37, № 
н%тъ числа 3, мы беремъ ero для испытанія. Для числа 
33 34e ἈΝΕ ΝῊ ο τς а. 

Ha 73, находимъ Bb остатк® 
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3, 9, 27, 8, 24, 72, ΤΟ, 6%, &6, 65, ^9, 1....... 
Сл®довательно 
312 == 1 (мод. 73). 

Откуда заключаемъ, что 3 также не есть первообразный 
корень числа 73. Но mo» 2 m 3, удовлетворлющпхъ сравне- 
ΠΜ» 

9° = 1, 3'* == 1 (мод. 73), 
мы по сказанному нами легко составимъ число, котораго низшая 
степень, сравнимая съ Í по модулю 73, будетъ больше 12. 
` Для этого мы замфчаемъ, что общ наибольший дфлитель 
9 п 12 есть З и это число, будучи простымъ, въ составъ 12 
входитъ въ первой степени, а въ составъ 9 во второй; поэтому 
для разложенія З на два множителя л п c такъ, чтобы _ -- 
были числа простыя относительно другъ друга, мы возьмемъ 
1—1, ¿= 3. Всл®дствїе чего 2.35, пли 5^ будетъ число, KOTO- 
paro низшая степень, сравнимая съ единицею по модулю 73, 
превзойдетъ 12. Опредфляя остатки отъ дфлешя 
5h, 52, 54°, 545, 585 545, πῇ’ 548, 549. 
34:9, OE 561°, БА? 5815, 5415, 5816 5417. 518 
5419, 5129 5421, 5%?%, 5425, 5424, 5425, 5425. 5427, 
097", 0077, 59 "SN". 5853. 545 847 ο Eee 
на 73, находимъ 
5%, 69, 3, 16, 61, 9, 48, 37, 27, 
11, 38, 8, 67, м, 2%, 55, 50, 72, 
19, ^, 70, 57, 12, 6^, 25, 36, 16, 
2, 35,65; 6,' 38. 99, 18; 2854; 
Откуда заключаемъ, что 36 есть наименьшее число, yAOB.Ie TBO- 
ряющее сравпенію 
547 = 1 (мод. 73). 2 

Продолжая искать первообразный корень 73, мы должны 
взять число, не заключающееся между найденными нами остат- 
ками отъ дфлешя степеней 5% па 73. Панмёньшее изъ этихъ 
чисель есть 5; ero то мы и будемъ испытывать. Возводя 5% 
во вс степена до 72-й, мы не находимъ числа, сраннвмаго съ 
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1 по модулю 73. Слфдов. наимёньшее число, удовлетворяющее 


сравненію 
5* = 1 (мод. 13, | 

есть 72; откуда заключаемъ, что 5 есть первообразный корень 73. 

Такимъ образомъ мы найдемъ одинъ изъ первообразныхъ 
корней всякаго простаго числа. Но когда извЪфстенъ одинъ 
первообразный корень числа p; то мы легко найдемъ BCT Apy- 
rie. Въ самомъ atıb, пусть будетъ а найденный нами перво- 
образный корень числа p, m c, 6, y,. . . различныя простыя 
числа, входяшїя въ составь р— 1. Если 4 есть первообраз- 
ный корень, TO по теорем 18-й сравнешя 

α--- А к= Д... (ad. p) 
не должны mwbrb рфшешя. Ho изъ этихъ сравпенїй выходить 
о та.х== Ind A, 8 Ind. a: Ind. 4,y Ind.x= Гпа.А,.... (мод. p—1), 
а такъ какъ а, Ô, 7,.... суть простыя числа, входящія въ CO- 
ставъ р — 1; TO условіе невозможности ихъ заключается въ He- 
д%лимости Ind. Á на а, Û, у,.....пли, что одно и TO же, He- 
возможность ихъ условливается тъмъ, что Ind. Á число npo- 
стое съ p — 1. Но если за основаше указателей мы предпо- 
ложимъ принятымъ извфстный намъ первообразный корень d; TO 
А==а”'* ^ (мод. р). | 

Откуда слфдуетъ, что число, которое есть первообразный KO- 
рень р, будетъ сравнимо по модулю р съ а, возведеннымъ въ 


степень простую съ p — 1. 
Tak» sc первообразные корни числа 17 по найденному 


нами З опредфлятся сравненями 
%==3,  αξ35 z==-3°, х==3”, 2==3°, 
Ж==3'', 22315, go 3! (мод. 17); 
откуда сл®дуетъ, что первообразные корни 17 суть 
3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6. 

Š ^1. Ha основаніш сказаннаго нами мы замфчаемъ, что въ 
paat 1, 2.......р — 1 находится столько первообразныхъ корней 
р, сколько чисель меньшихъ р— í и простыхъ съ р — 1. 
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He трудно также вывести это непосредственно изъ свой- 
ствъ первообразныхъ корней, показанныхъ нами въ $38. Что- 
бы найти въ ряд® 


1, 2, 3, .. АЫ: ‚р — 1 
ΒΟ первообразные корни числа p, намъ стоитъ только выки- 
нуть отсюда вс® числа, которыя не могутъ быть первообраз- 
ными корнями числа р. Но по Š 38 это приводится къ тому, 


чтобы здфсь выкинуть веБ числа, которыя удовлетворяютъ 
сравнешямъ 


р— p—1 p—! 
c" gat, d! set 2 ! mul, ...... (мод. p), 
rab «,8,у,.......простыя числа, входящія въ составъ р—1. 


На основаніп этого не трудно сосчитать сколько перво- 
образныхъ корней между числами 1, 2, З,....р — 1. Начнемъ 
съ простфишаго случая. Предположимъ, что p — 1 длится 
только на простое число œ, m caba. p— 1 == e”. Въ этомъ 
случа Bch Tb usb чиселъ í 


p-1 
которыя He удовлетворяютъ сравненюх ^ == 1 {.м00. р), будутъ 
первообразные корни. Но по теорем® 35 между числами 1, 2, 


—1 
ἂν... p 1 находится —— чиселъ, удовлетворяющихъ сравне- 


р—1 


нію 2 ^ =1 (мод. р); caba. здвсь Bc остальныя р— 1 — 1 
а 


суть первообразные корни р. Число же p—1 ---- приводит- 


1 


ся къ ( p—1) (1 — 3! а это по 12 теорем% означаетъ сколь- 


ко простыхъ чеселъ съ р— 1 m меньшихъ р — 1, если p—1 =g”, 

Обращаемся теперь къ тому случаю, когда р-— 6 == "98% 
гдЪ о, 8 различныя простыя числа. Въ этомъ случа мы naŭ- 
демъ BCT первообразные корни р между 1, 2, 3,....р — f, вы- 
кинувши отсю .а числа, удовлетворяюшія сравненіямъ 


ж 
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бщт. aei 


е * = α 6] (мод. p). 


: 7—4 
Но no 35 теорем первому сравненію удовлетворяетъ — 


)—1 
чиселъ меньшихъ р; второму же удовлетворяетъ p такихъ 


чиселъ. Прптомъ межлу этими числами , удовлетворяюшими 


сравненіямъ 
m дады 
т “ == 1,2 Р == 1 (мод. р), 


)—1 
будетъ ! Qj OAHHX H тфхъ же чиселъ, удовлетворяюшихъ срав- 


ненію 
р—1 


x В = 1 (мод. р). 
CABA. различныхъ чиселъ, удовлетворяющихъ сравненїямъ 


p ps 
г = 1,2 P == 1 (мод. p), 


будетъ p ET - Επ За исключенїемъ ΠΧ» BCÈ числа’ въ 
paak 1, 2, 3,.. р— 1 будутъ первообразные корни H число ΠΧ» 
ET ορ TT 1 I 
булетъ p — 1 — nd Eher. P пли (р—1)(1 αλα -») 
Ho no 12 теорем% изв®%стно, что (р—1) ({-- Э (1 — 5) 03- 


начаетъ сколько простыхъ чиселъ съ p — 1 ú менышхъ p — f, 
если p — 1 =a” p". T 
Подобнымъ образомъ, полагая р— 1 =” 2°", p — 1 = 
a" 9" δρ — 1 = αγ c, wr. д., докажемъ, что между чи- 
слами 1, 2, 3,.. ..p — 1 столько же первообразныхъ корней, 
сколько чиселъ простыхъ съ p — 1 m меныпихъ p — 1. 
Каждый изъ первообразныхъ корней р можетъ быть при- 
HATE за основаніе при опредфлени указателей по модулю р. Вы- 
rogue другихъ принимать Tb, которые легче возводить въ CTC- 
пени и слфд. опредфлять по нихъ указателей. Впрочемъ, зная yka- 
зателей по одному основанию, не трудно найти ихъ по другому. 
Пусть будетъ а то основаніе, по которому составлена таблица, 
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а b основаше, по которому хотимъ вычислить указателя какого 
нибудь числа 4. Называя указателя 4 no основанію b черезъ c, 
даля опредфлешя 2 будемъ им%ть 

А =b" (мод. p). 

Изъ этого сравненія мы заключаемъ о равенствь указате- 
лей Чи b" по какому нибудь основанію а. Изображая этихъ yka- 
зателей по принятому нами знакоположенію черезъ Ind. x и 
Ind. b", мы им%емъ 

Ind. А = Ind. b". 

Mo no свойству указателей Ind. 6" = 2 Ind. b (мод. р—1). 

СлЪдовательно 
x. Ind. b == Ind. А (мод. p—1). 

Ръшенемъ этого сравненія мы найдемъ a. 

Это сравнеше будетъ имфть одно рЪшенше; ибо, какъ BHA- 
ли, указатель первообразнаго корня будетъ всегда число про- 
стое съ p — 1. Решивши это сравнеше, мы легко найдемъ по- 
ложительное число меньшее p — 1 п ему удовлетворяющее; это 
п будетъ искомое число a, указатель числа Á при oenopanin б. 

Для примфра опредЪлимъ указателя числа 25 по основанію 
2 и молулю 29, зная указателей при этомъ модул® по основа- 
нію 10, какъ находимъ въ нашихъ таалицахъ. Называя иско- 
мый указатель черезъ 2, мы для опредфлешя его выводимъ 


x Ind. 2 == Іпа. 25 (мод. 28). 
Но Ind.2 = 11, Іпа. 25 = 8. Сад. 2 опредлится еравпе- 


шемъ 
11228 (мод. 28). 


Pura это сравнеше, находимъ 
жа == 16 (мод. 28); 


откуда для величины указателя 25 по основанію 2 получаемъ 16. 
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ГЛАВА VII. 


О СРАВНЕНІЯХЪ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ СЪ ДВУМЯ НЕИЗВЪСТНЫМИ. 


$ ^2. До cux» поръ мы занимались сравненіями, въ KOTO- 
рыхъ одна непзвъстная; теперь мы будемъ разсматривать срав- 
ненія съ двумя неизвЪстными. Замфчательнфиния изъ нихъ п 
nwbmuia наиболфе приложенія суть сравненія второй степени 
вида 

а? + Ау? + В==0 (мод. р); 

ими то мы и займемся теперь. 

Относиттльно сравненй этого вида докажемъ слфдующую 
теорему: 


49. ТЕОРЕМА. 


Если р число простое и не дьлить А; то сравненію 
£’ Ay’ В==0 (мод. р) можно всегда удовлетворить. 

Доказательство. Эта теорема очевидна для p — 2; ибо 
тогда сравнению 22 4- Ay’ -— В = 0 (мод. р) удовлетворяетъ 
у = 0, x= В. Также очевидна она, если для какого нибудь 
значешя у сумма Ay” -+ В обращается въ число кратное p; 
ибо такая величина y BMÉCTÉ съ 2 == 0 удовлетворяетъ срав- 
ненію æ? Фу? + B= 0 (мод. p). 

Докажемъ же теперь возможность удовлетворить этому срав- 
nenio при p > 2 m у? + В неспособномъ сдълаться aban- 
мымъ на р. 

Въ этомъ caysab между всфми значеніями — Ay’ — В отъ 
у = 0 до y = р — 1 найдется число, которое будетъ сравнимо 
съ 2” по модулю р; ибо невозможность єравненія 

а? = — Ау? — В (мод. р) 
при р простомъ бӧльшемъ 2 и — Ay” — В недфлящемся на 
р, какъ видфли въ ІҮ глав, предполагаетъ сравнеше 
К 
(— Ay? — B) 2 + 1 == 0 (мод. p), 
что πο разкрытш скобокъ принимаетъ такой видъ 
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np pho iind pot 
TE A? yp 1 A 2 ру... +В 2 +1 =0 (мд. р) 
Но этому сравненїю me могутъ удовлетворять вс® p чиселъ 
i 0,1,2,.....р— 1; 
p—i 
ибо оно степени p — 1 и 4 2 κοθφφηπίρητη — y/—', состоя 
изъ произведенія чиселъ простыхъ съ p, не длится на p. 
И такъ по крайней мфрЪ одно изъ чиселъ 
0,1,2,......p—1 
не будетъ удовлетворять этому сравнению, и такое число 06- 
ратить —Ay*— В въ квадратичный вычетъ р. При такомъ же 


значени Ay’? — В найдется x, удовлетворяющий сравненію 
а? = — Ay*— В (мод. p), 
откуда п слъдуетъ предложенная нами теорема. 

Изъ доказанной нами теоремы, какъ частный случай, вы- 
ходптъ, что сравненіе z*-1-y^-1- 1 ==0 (мод. p) имфеть pme- 
ніе. 

Ñ ^3. Остановимея на изслфдованш сравненя 

x? + Ay? — C = 0 (мод. р) 
при С = 0. Предметомъ нашихъ пзслЪдованій будетъ показать, 
какія свойства имфетъ число p, для котораго сравненіе 
α7 —— Ay? == 0 (мод. р) 

удовлетворяется какими пибудь числами 2, y, простыми между 
собою. Возможность этого сравнешя намъ покажетъ, что число 
р можетъ быть дфлителемъ числа, выражающагося Формулою 
а? + Αγ, rab æ, y простыя между собою. Въ противномъ 
случаф мы заключимъ , что числа, выражающіяся этою Форму- 
лою, недЪфлимы на p. Въ первомъ случа мы будемъ называть 
p дюлителемь квадратичной формы 22-4 Αγ”; во второмъ He- 
дълителем5 квадратичной формы. Мы покажемъ средства по 
данной eopwb 22? -+ Ay” находить Bch дфлители ея и neaban- 
тели. Эти числа мы будемъ представлять или формулами вида 
mz 4- o, TAB z произвольное пълое число пли Формулами вида 
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au? =- Бие =+ се?, rab u, е произвольныя цфлыя числа, простыя 
между собою. Первое составляетъ пзслФдовашя , изв®стныя 
по именемъ Teopiu линейных дьлителей нҥвад„атичныа® форм; 
второе составляетъ теорію квадратичныхь дълителей квад- 
ратичныгв форм. 

Мы начнемъ съ Teopiu линейныхъ д®лителей и докажемъ 
слфдующую теорему, которая служитъ основаніемъ ея: 


50. ТЕОРЕМА. 


Если сравненю а? = Ay? = 0 (мод. р) удовлетворяють 
kakia нибудь числа æ, y, простыя между собою; то сравнене 
u^ + А == 0 (мод. p) имљеть ръшенге. 

Доказательство. Въ самомъ abab, если у и г, не пмфя οὔ- 
щаго множителя, удовлетворяютъ сравнению 

а? + Ay? = 0 (мод. p); 
то y простое съ р; ибо въ противномъ случа® простое число, 
дфлящее y m p, дфлило бы 2; и сл%д. 2 имло бы omaro ab- 
лителя съ у. Но если у простое съ р; то можно найти такое 
число и, которое будетъ удовлетворять сравнению 
y u == z (мод. p). 
Это же сравненіе uo возведенш въ квадратъ об%ихъ частей 
будетъ 
у? и? = а? (мод. p), 
что въ совокупности съ 
x? + AL y? == 0 (мод. p) 
даетъ 
у?и? ж Ay? == 0 (мод. p). 
Ho это сравнеше можетъ быть сокращено на y^; ибо, ви- 
aban, число у простое съ p. Такимъ образомъ находимъ 
и? + А == 0 (мод. p), 
YTO и слБдовало доказать. 
Итакъ возможность удовлетворить сравненію 
а? + Ау? = 0 (мод. p) 
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числами 2 и y простыми межлу собою предполагаетъ возмож- 
ность удовлетворить сравненію 
и? + А == 0 (мод. p). 
Обратно, когда это сравненіе удовлетворяется; то мы всегда 
найдемъ ръшеніе сравненія 
а? -ᾱ- Фу? == 0 (мод. p), 
дфлая y — 1, 2 — и 
На основанш доказанной нами теоремы не трудно узнать, 
будетъ-ли дапное число дћлителемъ данной Формы или HBTD. 


т 3 ; 
Гакъ находя — 1 для величины (5) по премамъ, изложен- 


нымъ въ [V глав®, мы заключаемъ, что сравнеше и? — 3 = 0 
(мод. 5) ne имфеть ръшенія, Откуда по доказанному пами crb- 
дуетъ, что при 2 и у простыхъ между собою нельзя удовлет- 
ворить сравненію 
x? س‎ 3y? == 0 (мод. 5), 
или, что одно H тоже, обратить ж? — Зу? въ число кратное 5. 
Такжё замфчая, что (5) при p простомъ вида kn --- З рав- 


но— 1, мы заключаемъ, что въ этомъ случа® сравненіе u^ 1 =0 
(мод. p) не имфетъ р®шешя; а потому нельзя удовлетворить срав- 
ненію 

а^ + y? == 0 (nod. p) 
числами простыми между собою. 

Откуда слфдуетъ, что никакое простое число вида n + З 
не будетъ дФлителемъ чиселъ, разлагающихся на два квадрата 
простые между собою. 

Taks числа = 

5 = 9* 4-1, 10 = 32 +1, 13 = 3*-+ 22, 
17 = Pa 1, 25 — 9* + 3*, 96 — 52 + 14, ....... 
не дфлятся на числа 7, 11, 19, 23 вида ln — 3. 


—1 
Напротивъ замћъчая, что (> есть + 1, если п простое 


число вида Ұљ + 1, мы заключаемъ о возможности сравненія 
и? -— 1 = 0 (mad. p) 
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для такихъ значеній p. Откуда c.rbiyer'b возможность сравненія 
а? + y? == 0 (мод. p) 
п CATA. дфлимость суммы двухъ квадратовъ на p. 

Ha основанш доказанной нами теоремы не трудно показать 
видъ простаго числа р, которое можетъ быть дълителемъ дан- 
ной Формы а? --- Му. Мы не будемъ останавливаться на Cay- 
qab p = 2; ибо 2 всегда дфлить αὐ) + Ay? или при 2 = 1, 
y — 1 шли 2 — 0, y= f. Шо этому мы теперь будемъ npes- 
полагать р числомъ простымъ, отличнымъ отъ 2, и въ этомъ 
предположенш докажемъ слфдующя теоремы: 


51. ТЕОРЕМА. 


Если А простое число вида ъп + З и p нечетный дъли- 
тель формы а? --- Чу*; то (5) = + 1. 
Доказательство. Если р есть двлитель Формы 27 + Αγ”; 
то сравненіе 
а? + Ау? == 0 (мод. p) 
им%етъ рЪшеніе; а это по теорем 50-й предполагаетъ возмож- 
ность удовлетворить сравненію 
и? —— А == 0 (мод. р). 
Разлагая здъсь р на произведеше простыхъ чиселъ c, 9, у,...., 
мы по Š 30 возможность этого сравнешя выразимъ такъ | 


(==) "i da (=) =+ (2f) S t... 


Изъ этихъ уравненй не трудно вывестй значешя символовъ 
αλ ον Ps A πω 
OA (=v Ga 
Tax» для опредфленя перваго, мы выводимъ по доказаннымъ 


свойствамъ символа Ө въ ІҮ глав%, что 
„в—1 4—1 = α--1 4—1 


1 دت‎ бе 
PERT боев ме 


о —4 4--1 


Net e Ne 
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— 4 
Ho такъ какъ no предыдущимъ уравненїямъ (< равно 1, 


а число Αἱ по положению вида Yn --- 3; то изъ этого уравненія 


получаемъ 
а 
н 


Подобнынъ образомъ выводимъ 


(5) =1, I sed, us 


Перемножая же orm уравненїя между собою, находимъ 


(+ HEG ) EOAR. x =(%"” J) = 
откуда замфчая, что «бу....... — p, выводимъ 
(#)= 


что и слвдовало доказать. 


52. ТЕОРЕМА. 


Если А простое число вида '«n--1 u p дълить a? ~ Ay2; то 
>й 
P 

(2) ые" е(2. — 1, если p — mn ^ 1 i( 1) —1, 
если p = m + 3. 

Доказательство. Если p есть дълитель а? + Ay”; то 

æ? + Ay? == 0 (мод. p), 
и cba. сравнеше 
и? +- А == 0 (мод. p) 


nwberb р®шенїе. A это, какъ BmúATan, предполагаетъ 


(πα блк 
rab а, B, y,......CyTb простыя числа, входящія въ составъ p. 


На основанїп свойствъ символа ^D мы отсюда выведемъ 


ΠΟΙΟΣ 


Tak» для опредфлешя mepBaro выводимъ 
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α--1 4—1 eria лла кысы 

α A La CERO JJ Rl RE MES τομ 

fuo cs MET ETT MERE 
α--ἱ 4+41 


29 ел he: 2 2 
ا اک ر‎ 
Внеся сюда величии ( ="), которая по предыдущему есть 1, 


находим 
&«—1 4+1 


т 


a1 el 
Ho 4 вида ъп + 1, scrbacrBie чего (— 1) ? 2 равно 
miis dbi 2 (8n-4-1) I 
(—1) ? 2 ,mm(— 1) 2 ‚ а это равно (—1) ? ; 
α-- 1 


— eo 


n 
пбо (—1) ? есть 1. По этому величина Ө опред%ълится 


такимъ уравненіемъ 
751 


Сй: 


Подобнымъ образомъ выводимъ 


== 


аа, x px 
(£)2(-0 202) (4) *;...... 


Перемножая же Bch orm уравнешя, имфемъ 
α-ι 6—1 7—1 


DOOR ους ο m 


αβγ..... Pg ы. ο μα” 
(280) 60) 4.’ | 
rab замънивъ «@у..... черезъ р, находимъ 
вы "avc туш 
— + —— + —— 4 0...0. 
р y ` 
(5 =(—1) 3 2 2 ; 
Но не трудно убфдиться, что P = и 
Cakes akun выд с 


www.rcin.org.pl 


— iM — 


разнятся между собою числомъ четнымъ. Въ самомъ rbarb, мы 
° ' P "m 1 ay. о ο” 1 
видфли, чтор — a 8 у....... ‚ а потому — — pabH0— — ——» 


что иначе представится такъ 


ipsuni ee se a) 023) MON 


Раскрывая же зд%сь скобки m откидывая члены, имфюще MHO- 


жителемъ 2, находимъ 


„ынты. зе. agi 
2 2 2 
pog : 
> разнится только числомъ четнымъ ; а 


Итакъ это число съ 
поэтому 
и — 1 —1 —1 —1 
= Py PA GE ; Р 
(— 1) 2 2 2 к = 1) 


велдствіе чего найденное нами выражаніе (4) приводится къ 


такому 
ντι 


аж 


что и слБдовало доказать. 


53. ТЕОРЕМА. 


Если А простое число вида rn + 1 и p нечетный дъли- 
тель формы a^ — Ay”; то (2)= 1. 
Доказательство. Если р д%литъ x? — Ay”; то 
2" — y? == 0 (мод. p). 
Это тезе предполагаетъ такое 
и? — А == 0 (мод. p), 
а отсюда выходитъ 


ο 0). 


rab c, O, γ,...... простыя числа, входящія въ составъ p. Опре- 


A ME 
дфляя HO первому H3b ЭТИХЪ уравнеши значене (5). находимъ 
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% (+41 4А — 4 с 14 — 4 
α C AE We ES UU. Е 
т) =O <, 
что приводится къ равенству 
α 
(22-5 
потому что 4 = n + 1, n CATA. cL равно четному числу. 2n 
Подобнымъ образомъ находимъ 


COLE (2)- P run 


Перемножая же Bch orm уравненія между собою, найдемъ 


Ho здЪсь произведеніе 05 у....... равно p; елд. 


(-« 


Bb чемъ и заключается предложенная теорема. 


5%. ТЕОРЕМА. 
Если А простое число вида ъп Зи ni нечетный дъли- 
— 4 
тель формы а? — Αγ”; то в) = (— 1) A 2 т.е. (£)—1, 


если p вида ym + 1, u(4)— —1, если p вида m ~ 3. 


Доказательство. Д%лимость 2? — Фу? на р предполагаетъ 


сравненіе 
а^ — Ау? == 0 (мод. p), 
а это предполагаетъ сравненіе 
2 


и? -- А = 0 (мод. p), 
и сл%д. уравнешя 


4 4 
| ΩΣ ΤΟ. ыы: 
гд 0,8, ДОН простыя числа, входящія въ составъ p. Опре- 


: α 
А%ляя no этимъ уравненіямъ 5), HaxoAuM b 


а— 14—41 еи —1 


O-H Ж Тер +, 


H CHALA. 
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α--ι 
4 E 
= 2 
ποπ 
α-- 14i 
потому что (—1) 2 2 для A= 4na 3 приводится къ 
а —1 α-- 1 α-- 4 


E sw * 2n + R^ ria m жеде ۰ 2n 
(— 1) ‚ rab (— 1) равно 1. 


Подобнымъ ЖТ, находимъ 
$4 


(0= о. TN me Ho TN 


Перемножая же эти уравненія между собою, пм%емъ 


€ —1 B — 4 7—1 


аа 


n CATA. 


ect в ны 
(2) = Ct — )= —1 2 τ δ кый 


Но доказывая 52-й теорему, нашли 


ам ici! 1—3 р 


i Ad c Me. = (— í) 
поэтому предыдушее уравненїе даетъ 
p—i 
ET 9 


что п слБдовало доказать. 


$ ^^. Ha основанїп доказанныхъ нами теоремъ не трудно 
опредфлить ΒΟ линейные дфлители Формъ вида 2” = Ay”, при 
А простомъ нечетномъ. Мы видфли, что нечетные дфлители 


такихъ Формъ опредфляются пли уравнешемъ 


(2) =1 PETS 


пли уравненіемъ GN 


()=—, quid 


смотря по тому будетъ ли въ oopwb 2 -- Фу? знакъ -+ mm —, 
будетъ ли A вида kn +3 или hn Í п въ н®%которыхъ CAY- 
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чаяхъ (см. 52 и 54 теоремы) будетъ ли искомое р вида Nm -+ Í 
или 4m + 3. 
Ho по способу, показанному нами въ  28-мъ, мы легко 


найдемь BC числа, удовлетворяюпия уравнению 2) =f и 
P) == — 1. Рышеня перваго , какъ вид%ли тамъ, опред%ля- 
) ; 


ются уравнешями • 
р=а, + п4, p = а, nd,...... р =a 4. 4+ nÁ, 


2 
rab n произвольное число, d,, 4,,........а 4—1 остатки отъ Ab- 
== 
A — 132 š ) 
ο e 1. (SA на 4. Ръшенія же втораго (£)- S | 


опредфляются уравненіями 
р = 0, n4, p — b, + пА,....... p= b 4 4 +14, 


TAB b, Ь,...... 0 4 í TB изъ чисель 1, 2,........0 — 1, которыя 


2 


неравны d,, d,,.... @ 4—1: 


2 
Теперь посмотримъ, какимъ образомь каждая изъ этихъ 
Формулъ можетъ служить для опред%ленїя чпселъ вида Ym -ᾱ- 1 
uam љт —+ 3. 
Для того чтобы число p, опредфляемое уравнешемь 
р=а--пА, 
было вида ^n + 1, число п должно быть такого вида, чтобы 
сумма а + nA привелась бы къ 'un-i- 1, другими словами, 
число п должно удовлетворять сравненю 
а nA = 1 (мод. №), 
или 
nA = 1 — а (мод. №). 
Это сравнение всегда будетъ имфть одно рфшеше, потому что А He- 
четное число; ръшая ero по способу, показанному въ $ 15, находимъ 
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E Ee dox 
n= А (4-а) ^ (мод. №), 
"mi 
| T (1 — a) (мод. №). 
Этому сравнению будетъ удовлетворять одно изъ чиселъ 
0, 1, 2, 3. Называя г то число, которое ему удовлетворяетъ, 
найдемъ 
ç = (1 — a) (мод. κ). 
Въ слфдстые чего предыдушее сравненіе приводится къ 
такому 
п == г (мод. №), 
откуда для выражешя п выходитъ 
n = № z + r. 
` Внося же эту величину л въ сравненїе 
: p = nA + a, 
мы находимъ 
к р = Az + Ar + а 


для выраженія чиселъ вида rm 4- 1, опредфляемыхъ уравне- 
ніемъ 
p — n4 + a. & 
Подобнымъ образомъ для чиселъ вида №т -+ 3 мы найдемъ 
р = +4: + А" + a, 


rab r наименьшее число, сравнимое съ Αἵ (3 — а) по модулю h. 


Tak» изъ уравненія 
p = n4 +a, 


опредфляющаго одно изъ рфшенй уравненія 


=, 


выводятся уравненїя, которыя даютъ одни числа вида hm -ᾱ- 1 


или Ат + 3. 
He трудно также изъ уравненія | 
' £ p=nd +a БТУ 
вывести другое, которое будетъ давать mwberb и числа вида. 
10 | 


> 
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hm - Í и числа вида bm 3, CASA. Bch нечетныя числа. Для 
этого мы должны будемъ найти видъ числа п, для котораго 
сумма nA 4~ а будетъ вида @т-—1; MAM, что одно и тоже, 
найти pbmenie сравненія 
nA a= 1 (нод. 9). 
Ho это сравнеше приводится къ такому 
nA = 1 — а (мод. 2). 
Если а число нечетное , ему удовлетворить п == 0, c.rba. 
въ этомь случа% его pburenie будетъ « 
| п == 0 (мод. 2); 
откуда для опредфлешя п выходитъ такое уравненїе 
В. — ας, 

Если же (A мечетное; то ему удовлетворить n = 1 (ибо 4 
число нечетное), и CATA. ръшеніе ero будетъ | 
: п = ΘΖ + 1. 

Внося эти значешя n въ уравнеше 
p = nA +a, 
мы находимъ для опредфлешя нечетныхъ чиселъ 
р = 24: + a пли p= 24τ-ι- А + а, 
смотря потому будетъ ли а число четное или нечетное. 
Поступая такимъ образомъ съ каждымъ изъ уравненій, опре- 
дфляющихъ рфшешя уравненій 


=ь@=—. 


мы найдемъ для выраженїя нечетныхъ чиселъ, удовлетворяющих 
° ) Р 

условію (2) — 1 или (2) =— 1, Формулы вида 24: = a; для 
выраженія же. однихъ чиселъ вида Ат 1 шли km 3, мы 
будемъ имфть Формулы вида r4z + а. Этими-то Формулами на 
основанш доказанныхъ нами теоремъ и опредФляются нечетные 
дфлители квадратичной Формы а? ~ Ду”. 

_ Покажемъ это на примфрахъ. Положимъ, что требуется найти 
BHA всЪхъ печетныхъ дБлителей квадратичной Формы c-r 19у”. 
Замфчая, что 19 есть число простое и вида n -- 3, мы по 


n É 
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теорем 51 заключаемъ, что для нечетныхъ дълителей этой Формы 


должно быть 
y г) 
| (Š = 1. 


Для опред%ленія чиселъ, удовлетворяющихъ этому уравненію, 
мы д%лимъ 
15 gr w. 42 52 $ s 2 82, 92 
на 19; находя pp остатк® 
1, №, 9, ЖЮ, Ө; В 


мы заключаемъ, что p, удовлетворяющее уравненію (5) x. 
должно представиться какою либо m3» Формулъ 


19% 1, 19n + %, 19п-—_9, 19. +16, t9n — 6, 19n + 17, 
{9л + 11, 19% 7, {9η —+ δ. 


Но чтобы orm Формулы давали одни нечетныя числа, мы по 
сказанному нами Формулу 19n - 1, въ которой первый членъ 
печетный, замфняемъь Формулою 2. 19z 1, Формулу 19 + ^, 
которой первый членъ четный, замфняемъ Формулою 

2. 19z + 19 + ^, ú r. д. 
Такимъ образомъ находимъ для нечетныхъ дфлителей æ’ 19y? 
cabayiomia Формулы 
2.19z +1, 2.19z- 19 4- 4, 2.19z 4- 9, 2.192 + 19 + 16, 
2.192 — 19 +6, 2.19z + 17, 2.19z + 11, 2.19z + 7, 
2.19z =+ 5, 


которыя приводятся къ такому виду 


38z—+ 1, 382 5, 38z—+ 7, 38z 9, ὀδτ-ι- 11, 382 + 17, 
38z 23, 38z 4- 25, 38z — 35. 


Tak» опредфляются BCh числа, которыя могутъ д%лить CYM- 
му 2” + 19у? при г m y простыхъ между собою. Этимъ мож- 
но пользоваться при опредфлени дЪфлителей данныхъ чиселъ, 
когда эти числа выражены Формулою вида 2” --- 19у”. Напр. 
пусть будетъ дано число 2021; такъ какъ оно равно 1172-19 . 10^; 
TO дфлители его, если они есть, должны ои какими 
либо изъ Формулъ 
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38z—+ 1, 3855, 38=-+ 7, 382 + 9, 38z—+ 11, 38z +- 17, 
38z + 23, 38z 25, 38z — 35. 
Но если 2021 им%етъ д%лптелей, το покрайней mbp% одинъ 


изъ этихъ дфлителей меньше V 2021, и CATA. меньше №5. Этого 
TO д®лителя мы и будетъ отыскивать. 

Первая Формула 382-+ 1 не даетъ его. Она при 2 = 0 
даетъ 1, при z — Í даетъ 39, что не можетъ!д%лить 2021, ибо 
это число не длится на 3, a 39 въ составБ своемъ содер- 
житъ 3; при z = и болфе 2 Формула 38z 1 даетъ числа 
превосходящія 15. 

Обращаемся ко второй формул 38z-i- 5. При z= 0 она 
даетъ 5, число, очевидно, не дълящее 2021; при z= 1 она даетъ 
^3 и пробуя дълить этимъ числомо 2021, находимъ, что #3 
есть дфлитель 2021. | 

Для другаго примфра опред%ленїя д%лителей Формъ вида 
a? =F Ay? возьмемъ Форму x? — Ty? m отыщемъ ея д%лптелей. 

Такъ какъ число 7 вида rn ~ ὃ, то по теорем®% 51-й ab- 
лители Формы 2” — Ἴγ᾽ вида km-- 1 должны удовлетворять 


уравненію 
(9= 


дЪлители же вида bm- З должны удовлетворять уравненію 


Кү=<—1. 


Опред%лимъ же теперь числа впда km ~ 1, удовлетворяю- 
щія уравненію 
= 


и числа вида №т --- 3, удовлетворяющія уравненїю 


(== 


Чтобы найти числа, удовлетворяющїя уравненїю 


» 
(2) =. 

мы д%лимъ 13 2°, 3? на 7; находя въ остаткф 1, k, 2, мы 3a- 

ключаемъ, что эти числа выражаются Формуламп 
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Тп 4+ 1, Тп —+ hk, Τη —+ 2. 
Посмотримъ же теперь, какъ выведутся изъ нихъ Формулы, 
опредъляющія однф числа вида Wm + 1. 
По сказанному нами изъ Формулы Tn- Í выводимъ 


h.z 4 Tr 4-1, 


rab г то изъ чиселъ 0, 1, 2, 3, которое c» 7(1 — 1), или 0 
сравнимо по модулю №. Это число есть 0. Caba. Формула 7п-- 1 
для опредфлешя однихъ чисель вида №т + {1 даетъ №. 7х —— f, 
пли 28z =+ 1. | 
Поступая также съ Формулами 
Tn №, Τη + 2, 

мы изъ нихъ выводимъ №. 7z -ι- Tr = №,) Tz = 7" 4-2, rab 
г, ғ, суть Tb изъ чисель 0, f, 2, 3, `которыя съ 7(1 — ^), 
7(1— 2) сравнимы по модулю №. Но Takia числа суть 3, f. 
Caba. для опредфлешя однихъ чисель вида ът -ᾱ- 1 Формулы 
Тп 4 4, Тп 4-2 даютъ 


№. Tz 24-3. 1 4- h, h. Tz -ι- 7 —+ 2, 
или 
265 + 25, 285 + 9. 
И такъ sch числа вида №т + 1, удовлетворяющія уравненію 


=» 


m CASA. способпыя быть д%лителями Формы 2” — Ту? οπρολε- 
ляются Формулами 


28: 1, 282 + 9, 282 +25. 


Переходимъ теперь къ дфлителямь вида %т -+ 3. Они опре- 
дфляются уравнешемъ | 
P y=— 
( 7 ) т 


Чтобы найти рфшешя этого уравнешя мы въ ряд f, 2, 3, 
b, 5, 6 выкидываемъ TË, которыя равны остаткамь отъ Ab- 
лднїя 1°, 2%, 3? на 7. Такимъ образомъ находимъ числа 3, 5, 6, 


и заключаемъ, что числа, удовлетворяюшія уравненію (2) =—1, 
* 
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опредфляются формулами 7n 4-3, 7љ + 5, 7n +- 6. Преобра- 
зовывая эти Формулы въ такія, которыя даютъ одии числа 
вида rm —- 3, найдемъ 
h. Iz A "Ír 4 3, h. 1z + Тр, —+ 5, k. Tz Tr, + 6, 

rab r, ro r, тъ изъ чпселъ 0, 1, 2, 3, которыя сравнимы съ 
(8 — 3), 7(3 — 5), 7(3 — 6) по модулю №. Замфчая, что 7— 0, 
г, — 2, г, = 3, мы заключаемъ, что эти Формулы суть 

№.72-- 7.0 2 9, №. 72 7.245, №. 12-7. 3 + 6, 
HAH 28: + 3, 28z + 19, 28z — 27. 

Итакъ sch дфлители Формы 2? — 7y? saaa 'un-i- Í onpe- 

длятся Формулами 

28z + 1, 28: + 9, 282 =+ 25, 
дА%Ълители же вида ът H~ З суть 

28z + 3,. 282 — 19, 28z - 27. 

Мы показали какъ опредфляются д%лптели Формы a? = Ay? 
при Æ простомъ, отличномъ отъ 2; покажемъ теперь такъ най- 
дутся д%лители этой Формы, если Á равно 2. Для этого мы до- 
кажемъ слБдующую. теорему: 


55. ТЕОРЕМА. 


Bew нечетные дълители a? + 2Υ суть вида 8m — 1 или 
8т-+-3; весь нечетные дълители a? — Әу? суть вида 8m — 1 
или 8m — 1. 

Доказательство. Если р дфлить 2? + 2у?; то 

а? -ᾱ- 2y? == 0 (nod. p). 
Но это сравнеше предполагаеть возможность такого 
и? =+ 2 == 0 (мод. p), 
п CATA. предполагаетъ уравнешя 
GJE G) te 
rab с, 2, y, простыя числа, входящія въ составъ p. Посмо- 


тримъ же какого вида должны быть числа с, O, 7,....., чтобы 
уловлетворялись эти уравненія. 


По свойству символовъ 9 мы находимъ 
« 
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α--! 
-N (8 ЕЕ 
=E 
Ho (z). какъ видъли, опредъляется такъ 
а 4 
ἂν. Же. уу 7 
С ᾶ 
a? —4 α-- 4 — 02 + 4% — 8 
= ο ο να 
Ў L— 
Д%лая въ этомъ уравнепін послфдовательно о = 8m + 1, 
ает & = 8m + 5, а = 8m — 7, рай 


следовательно 


ә 
— РТ" =, (222) х 8m + = -- ECT, 
Сид. для возможности уравненій 


(=, (= (= die " 


необходимо, чтобы числа c, 0, у,........ были вида Зт-н 1 nau 
8т —- З. А потому р, равное 097...., должно быть пропзведе- 
ніемъ такого вида 

(8т-н-1) (8m' 4-1) (8m"- 1)...(8m,--3) (8m, 4-3)... (óm L3. 

Разлагая же зд%сь скобки и собирая въ одинъ BCT члены, 
uwbioude множителемъ 8, находимъ, что 

р = Р + 3°. 

Если 6 число четное; то 3° ==1 (мод. 8); ибо 3*== 1 (мод. 8). 
Если же G число нечетное; то сравнеше 3? == 1 (mod. 8), no 
возведени обЪихъ частей въ степень — и умноженїп на 3 
дастъ 3° = 3 (00.8). Итакъ 3^ no модулю 8 сравнимо или съ 
Í nan съ 3. Откуда слфдуетъ, что 3° наи вида 8.Y-— f nam 
8N + 3, а потому число p, опредфляемое уравнешемъ 

р = 8P +- 3°, 
будетъ mau равно 8(P + №) + 1 пли 8(Р + №) 4-3, въ чемъ 
п заключается первая часть предложенной нами теоремы. Пе- 
реходимъ теперь къ доказательству второй части ея. 

Если р дфлитель Формы 22 — 2у?; то 
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а — 2y° == 0 (мод. p). 
Это же сравненїе предполагаетъ возможность сравнешя 
u* — 2 == 0 (мод. p), | 
и cafa. уравненїя 


2) ii ΘΝ... (= 

(< =f, (у= i de T 

TAB o, 2, у,..... простыя числа, входящія въ составь p. Ho πο 
теорем 32 изъ этихъ уравненїй сл%дуетъ, что а, 0, у,......... 


‚суть числа вида 8m + 1 пли 8m — 1, а потому произведенїе 
ихъ Cy... равное p, представится такъ 


(8m' + 1) (8т” = 1)......(8т, — 1) (8m, — 1)...... 


Но въ разложеши этого произведенія, кром% членовъ крат- 
ныхъ 8, будетъ пли +1 nam — 1. Carba. р должно быть вида 
8m - 1 ши 8m — 1, что и сафдовало доказать. 

Показавіни, какъ опредЪфляются линейные дфлители Формы 
а^ + Ay” при 4 простомъ нечетпомъ m 4-- 2, намъ остается 
тоже сдфлать для этихъ Формъ при 4 составномъ. Но въ этомъ 
случа линейные дЪфлители 2? = Фу? yao6nbe всего выводятся 
изъ квадратичвыхъ дЪлителей, къ нимъ мы теперь и обращаемся. 

$ ^5. Выражеше вида аи? + 2bue --- ο”, rab а, b, с опре- 
дЪленныя числа, и, ç неопредфленныя, мы называемъ квадра- 
тичною Формою. Aeb квадратичныя Формы аи? --- 2buç -- ον", 
a'u? + ЗЫ ue 4 ον”, которыя способны выражать однф и Tbe 
числа, мы будемъ называть тожжественными и будемъ замфнять 
одну другою. Tak» Формы аи? + 2buç-— ον”, аи? — 2bue-- ce?, 
разлпчающіяся только знакомь коехфищента UV суть тожже- 
ственныя; ибо значешя первой при и = «c, е == В равны зна- 
ченіямъ второй при и = — «, e = 0. 

Изъ этого видно, что знакъ коефФиціента b въ ΦΟΡΝΤ 
аи? + 9bue + cç? можетъ быть всегда перемфнень m cuba. 
этотъ коеффищентъ можетъ быть обращенъ въ количество NO- 
ложительное: такимъ мы его и будемъ всегда предполагать. 

Число равное 6? — ac мы будемъ называть опредьлителемь 
Формы qu? -+- 2buç =+ οὐ”, Такъ опред%лотель Формы Зи? + 10ие 
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—- 70 будетъ 5? — 3.7, пли №; опредфлатель Формы Зи? +- (дие 
— 70% будетъ 5* + 3.7, или 46. 

Две Формы, имфющя равныхъ опред%лителей, мы будемъ Ha- 
зывать подобными. Такъ Формы Зи? + 10ие + 70°, Зи? —— дие 
— 9’ подобны; ибо какъ опредълитель первой 5? — 3.7, такъ 
п опредфлитель второй 1° -+ 1.3 равны ^. 

Согласившись въ этихъ названіяхъ, мы докажемъ слфдую- 
щую теорему, весьма важную по своимъ приложешямъ. 


56. ТЕОРЕМА. 


Если вв формњ аи? + 2Ьие + ον" коеффищенть 26 npe- 
восжодить а или с; mo эта форма можеть быть преобразо- 
вана οὔ другую аи? + 2b'ue + ον", подобную αι’ + 2bue 
+ се, 10m 90’ не будет превосходить ни а, ни с’. (*) 

Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы по- 
кажемъ, какимъ образомъ при 26 > а um 2b > c Форма аи? 
=+ 9bue + cç? можетъ быть преобразована въ другую au 
4 9b,ue =+ c e^, подобную первой, rab численная величина б, 
меньше b. Ho такъ какъ уменьшене численной величины KOCH- 
Фиціента b не можетъ итти далфе нуля; то мы необходимо дой- 
демъ до такой Формы a'u*- 26'ис + ον, rab дальнфишее 
уменьшеніе коеффиціента 6’ ue можетъ имфть wbcra m cba. 26’ 
не > а’ и ue > ο΄. 

Чтобы преобразовать Форму аи? + 2bue -- ο. въ другую 
a,u’ -+- 2Ь ие + c,e?, rab бы b, было меньше b, пусть бу- 
деть а наименьшее изъ двухъ чисель а и с (въ случа pa- 
венства ихъ мы можемъ взять TO или другое безъ различя) 


b | 
и ΠΈΛΟΘ число, которое разнится съ — не болфе какъ 1, 


пусть будетъ т: очевидно, т будетъ цфлое число, получае- 
мое при дфленш b на d, если остатокъ не превосходитъ ia; 


(*) Зд®сь мы разумфемъ численную величину а, b, c, а’, b’, с’, не oôpa- 
щая вниманія на знаки этихъ количествъ. 


` 
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въ противномъ єлүча® m будетъ ц%лое число, получаемое при 
дЪленш ὦ на а и сложенное съ 1. Полагаемь u- me = U, n 
на оспованін этого уравпенія исключаемъ и изъ Формы аи? 4- 
2bue а се?. Такимъ образомъ находимъ 
a(U — те)? + 26 (U — те) e = ce?, 
HAH 
aU” —+ 2 (Ь— am) Ue -н (c— 2bm + ат?) с". 

Не трудно уб®диться, что эта Форма подобна аи? 4-2buc ~ ον”, 
и что въ ней FOeponnienTOMb [77 меньше 26. Въ самомъ abat, 
опредфлитель этой Формы есть 

(b— ат)? — а (e — 2bm = ат”), 

что приводится no раскрытїп скобокъ къ 0? — ас, а это есть 
опредфлитель Формы аи? a 2bue -- ορ”. 

Съ другой стороны, такъ какъ т выбрано нами подъ усло- 


ες b 

віемъ, чтобы разность > — т была чїсломъ не превосходящимъ 
1; το 2 (b = 2а (5— m) ' 

$; To 2 (b — am) = 2a (—— m ) булетъ число, непревосходя- 


щее d и потому мёныпее 26; ибо мы разсматрпваемъ Форму 
аи? + 9bue = εν, rab 2b превосходитъ одно изъ чисель а п 
€, притомъ а или равно ¢ пли меньше с. 
Слфд. въ полученной нами Форм% 
aU? +- 2 (b— ат) Ue + (α---- 2bm -ᾱ- em? ) v? 
коеФФиціентъ средпяго члена меньше соотвфтетвующаго ему въ 
Форм аи? + 2bue -ᾱ- ἐν”, 

Кели въ полученной нами Форм этотъ коеФФиціентъ Npe- 
восходитъ одинъ изъ коеффишентовъ крайнихъ членовъ; мы ee 
снова будемъ также преобразовать, какъ преобразовывали аи? -ᾱ- 
2bue +— се? и будемъ повторять это преобразоваше до тъхъ 
поръ, пока получимъ Форму, rab такое преобразованіе невоз- 
можно H CATA. средній koeeennienrb не превосходптъ HH од- 
ного изъ крайнихъ. Напр. пусть будетъ дана Форма Зи? ~ 1019 
= 69". Для преобразованія ея пщемъ ифлое число, которое бы 


5 
съ = разнилось не болће какъ на $; и такъ какъ это число есть 
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2, το д%лаемъ и 4- 2e = U. Внося отсюда величину U въ дан- 
ную Форму, находимъ d 
3 (U— 29)3 — 10 (U— Ων) v + Ον), 
что по раскрытш скобокъ приводится къ такой Форм% 
3 0° — 2Uç — Ων". 

Въ этой eopwb середній коефФищенть не превосходитъ ни 
одного изъ крайнихъ; въ противномъ случав мы бы стали ее 
снова преобразовывать. 

Изъ доказанной нами теоремы мы выводамъ слБдующія: 


57. ТЕОРЕМА. 


Если опредълитель формы аи? +- 2buç = с” есть nono- 
жительное число D; mo она можеть быть приведена κο виду 
a u = 2b uç — ον", 200 ae, + b” = D, числа αι, с, положи- 

y? 
тельныя, которыя не меньше 2b, u b ne npesoccooums V =. 

Доказательство. Въ самомъ дфлЪ по предыдущей теорем® 
Форма au^-4-2bue-1-ce? преобразовывается въ Форму 

2 D 2 

аи? + 2b uç -- се”, 
rab 26, πο превосходитъ численной величины ни d,, ни ο при- 
томъ въ этой eopwb, какъ подобной аи? ~ 2buç 4- ον”, опред%- 
литель будеть пмфть ту же величину D, и caba. будетъ 


1 
разность b.* — h. C, количествомъ положительнымь, что не MO- 


6,2 —a,c, = D. Но при D > 0 это уравнеше предполагаетъ 


жетъ быть, если а, m c, им%ютъ одинакіе знаки; ибо тогда 
пропзведеніе а, с, будетъ количествомь положительнымъ, Npe- 
восходящимъ b,", потому что численныя величины d, п C, не 
меньше 26, Итакъ въ Форм a и? + 26, ue ^ ον”. крайше члены 
съ противными знаками. Положимъ же, что членъ а,и? есть 
тотъ изъ крайнихъ, который имфетъ знакъ +; а членъ €, ©” есть 
тотъ, который съ—. Называя черезъ c, численную величину сү, 
мы будемъ им%ть с, = — ©,; вслбдствіе чего Форма 
а и? 4 20, ue ср” 
m уравнеше 0,2 — а, c, = D измфнятся въ такія 
a,u? + 2b ue — се, δ) —— ae, = D. 
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Но πο свойству коеффиціентовъ этой Формы будетъ 
a, не < 26,, c, ne < 2b,; 
вслдствіе чего изъ уравненія 
ьа, с, = D 
выходитъ 
D ue < b,? 4- 2b,. 26,, не < 5b °, 


b, не > Vo. 


Bor» условіе, которому вм®ст® съ условіями 
6,2 + a,c, = D, a, не < 96, c, ne < 20, 
τε удовлетворять ΚΟΘΦΦΠΠΙΘΗΤΗΙ ww eq 


a потому 


-a u’ + 2b uç — c,e*, 
выведенной нами изъ данной 
аи? -ᾱ- 2bue -+ ον". 
Tak» уб%ждаемся въ справедливости предложенной нами 
теоремы. 


58. ТЕОРЕМА. 


Если опредьлитель формы au? = 2b ue = се? есть число 
отрицательное — D; то она можеть быть приведена къ виду 
а, и*--26, ue-i-c,9?, 207 a e —b,? — D, количества a, ис, сз oduna- 


кими знаками и не меньше 20: 


Доказательство. Мы видъли, что Форма аи? ~ 2buç --- ср? 
можетъ быть приведена къ виду а,и? + 26, ue ---- ον”, rab 26, 
не превосходитъ ни а,, ни C; притомъ въ этой Формф, какъ 
подобной au^ + 2buç + οὐ, опредълитель будетъ mwbrb ту-же 
величину — D, и caba. 0,2 — a с, = — D. 

Но это уравненіе, rab D число положительное, предпола- 
гаетъ одинакіе знаки въ количествахъ а,,с,. Притомъ замфчая, 
что а, и €, He меньпе 26,, мы изъ этого уравненія выво- 
димъ 

2b,. 26, — Б? не > D, 
Han 
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= 4 < 
36, * не > D, 
и CATA. b, не > y-. 


Доказавши эту теорему, замфтимъ, что въ разсматриваемомъ 
нами случаф Форма а, и? + 2b ис + ο можетъ представлять 
положитеёльныя числа только въ случаф а, положительнаго. Въ 
самомъ дъл®, выражеше a U? ~ 2b uç + ce? можеть быть такъ 
представлено 

а, (u? 4-2 ay 4-0 e) 
ei " 
а это равняется 


b ac, — b,2 
πιο.» e) * -ᾱ- 2, eb 
е 


"a 
и въ сл®дствїе уравненія b ?— а,с, == — D приводится къ 
D 
αι] (и 4-01 o)? 09| 
"i "i 


что въ случа% d, отрицательнаго He можетъ uwbTb значенія 
b, \2 ΟΝ 2 

положительнаго; ибо D — 0, и квадраты ( и = 219 ‚(—) не 
1 1 


могутъ имфть значешя отрицательнаго. 

$ ^6. Показавши свойства квадратичныхъ Формъ, необхо- 
димыя намъ впосл%дствіп, обращаемся опять къ д%лителямъ 
Формъ вида 2” + Ay”, m докажемъ слъдующую теорему: 


59. ТЕОРЕМА. 


Всякій дљлитель формы α" — dy? можеть быть пред- 
ставлепњ квадратичною формою, имљющею опредтълителемь d. 

Доказательство. Пусть будетъ р дълитель Формы а? — dy? 
и Р частное отъ дфлешя а? — dy? на P; приравнивая дЪлимое 
произведению дЪфлителя на частное, имфемъ 


а^ — ду? = pP. 
Jabeb y и Р должны быть числа относительно другъ друга 


простыя; ибо по этому уравнению простое число, дфлящее y и P, 
дълитъ c^ и CIBA. 2, что невозможно; ибо въ Форм$ æ? — Фу? мы 
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всегда предполагаемъ 2 ú y неимфющими общаго дФлителя. 
Но при y простомъ c» P сравненіе 

yt = z (мод. Р) 
им%етъ р®%шенїе, m c.rba. найдется число t, для котораго раз- 
ность yl — 2 раздфлитея на P. Полагая же частное отъ Ab- 
ленія у#— 2 на P равнымъ u, пм%емъ 


бүз. 

р =u; 
откуда выходитъ 

2 = yt — uP. 
Внося это выражеше х въ уравненїе 
а? — dy? = pP, 
пайдемъ | 
(yt — uP} — dy? = pP, 
. gan 


P? u? —2 Руш => (P — d) y? = pP. 
Это уравнеше no сокрашенш на P даетъ 
2 — а 

р = Ри? — 2ytu + —;— y. 
rab 1 — d раздфлится на P; ибо это уравненіе предполагаеть 
д%ълимость (1 — 4) у? на P, a y число простое съ P. Mes 
этого уравненїя мы видимъ, что p выражается квадратичною 
Формою | 
1 — а 


р = Ри? — Зуш+ —5— 


Š í t?—d 
которой ΚΟεΦΦΗΠΙΕΗΤΗ суть P, — 2t, и caba. опред®лп- 


P 


t? — ἃ 
тель ея равенъ ο”, › ИЛИ d, что и слБдовало доказать. 


Изъ этой теоремы въ совокупности съ показанными нами 
свойствами квадратичныхъ Формъ легко вывести слБдующія 
теоремы: 


60. ТЕОРЕМА. 
Дтлитель a? — Dy? при D > 0 можеть быть представ- 
Aena fiopmoi аи? =+ 2bue — с9*, гдь ac +— 02 = D, числа аис 
р 


—19 


положительныя, не меньше 26, u b ne превосгодить 
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Доказательство. По предыдущей теорем® всякій дфлитель 

Формы 27 — Dy? можетъ быть представлепъ Формою 

au? -— 2bu c ου”, 
въ которой опредфлитель b? — ac будетъ равенъ D. Но такая 
Форма по Treopewb 57-й можетъ быть приведена къ виду 

au? = 9bue — ον”, 
rab а, b, c удовлетворяютъ уравненію ac4-5^ = D, числа а, с 
положительныя, которыя не меньше 26; число 6 me превосхо- 


D. 
AUT'b & откуда и сл%дуетъ предложенная нами теорема. 


61. ТЕОРЕМА. 


Дълитель x? + Dy? при D > 0 может быть предетав- 
лень формою аи? + 2Ьие -- ον”, 20m ac — b? = D, числаа, с 


- / 
положительныя, пе меньше 26, и 6 не превосходит V p 


Доказательство. По теорем 59-й д%лштель æ? Dy? 
представится ΦΟΡΜΟΙΟ 
au? = 2buç -ᾱ- ορ”, 
которой опред%литель будетъ — D. Но такая Форма по теорем% 
58-й приводится къ виду 


au? -+- 2 bue 4 ον”, 
rak ас — b’ == D, численная величина а, с не меньше 26, π b ne 


превосходитъ У». Притомъ а m с будутъ имфть одинъ знакъ, 


который здЪсь не можетъ быть —; ибо вид%ли въ конц предыду- 
щаго параграфа, что въ этомъ случа Формула аи*-+ 2bue A ce? 
не MORETE пм%ть значеній положительныхъ. \ 

Tak» убеждаемся въ справедливости предложенной нами Teo- 
ремы. 

Па основаніп доказанныхъ нами теоремъ можно показать 
какими квадратичными Формами выражаются вс дфлители дан- 
ной Формы вида α + Dy?. 

Покажемъ это ma прим%рахъ. 
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Пусть будетъ дана «Форма 2? -+ y?. По теорем 61-й ab- 
лители ея будутъ представляться Формами 
аи? + 9bue + ce?, 


rab ac — b? = 1, аи c положительныя числа, не меньше 20, и б ne 


превосходитъ Ит. Ho изъ послфдняго слфдуетъ, что b = 0; 
уравненіе же ас — 0? — 1 при b — 0 даетъ ас == 1; откуда 
для значеній а и е, которыя должны быть >> 0, выходитъ 
й== 1; 021. 

Изъ этого мы заключаемъ, что BCT делители Формы 2*--у* 
представляются Формою и? -+ ¢. 

На основанш этой же теоремы д®лители 2? + 2y* будутъ 
представляться Формами 

аи? =+ 9bue -ᾱ- ορ”, 


въ которыхъ ас — b? == 2, а п c числа положительныя, не мень- 


ше 2b n b ne > V: 


Ho изъ условїя b не > Уз слфдуетъ, что 6 = 0; πος! 


того изъ уравненія, ас — b^ = 2 выводимъ ac = 2. Ho такъ 
какъ а и е должны быть числа положительныя, то это урав- 
nenie предполагаетъ одно изъ двухъ: или а = 2, c—1 или 
а== 1, с=2. Первому предположению соотвфтствуетъ Форма 
2u* 4 ν᾽, второму и? -ᾱ- 20°. 

Но эти Формы тожжественны между собою; слфд. BCT ab- 
лители 2° -+ 2у* представятся одною Формою 2и? — 97. 

Подобнымъ образомъ найдемъ, что дфлители a? — у? npes- 
ставляются Формою и? — οἳ, дълители а? — 2у? представляют- 
ся Формою и? — 20° mam 2и? — ç? дфлители 2? — Зу? npes- 
ставляются Формами Зи? — ¢”, и? — 3¢°. Для примфра бол%е 
сложныхъ Формъ возьмемъ 2? — 21у”. 


По теореме 60-й дълители этой Формы будутъ представ- 
ляться кавдратичными Формами 
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аи? = 9bue — ερ), 
въ которыхъ 


91 
bue > VA, ac 4 b? — 91. 
Первое намъ опред%ляетъ вс® возможныя величины 6; man 
него мы заключаемъ, что b можетъ имфть только значенїя 
9; 4. № 
Предполагая b послфдовательно равнымъ вс®%мъ этимъ чи- 
сламъ, мы изъ уравненія ас — 0? = 21 , обращая внимане на 
то, что а и с боле 0 и ne mente 2b, найдемъ всЪ значенія, 
которыя могутъ имфть а, b, c въ eopwb аи? + 2bue — ον", 
опредъляющей дЪфлителей 2“ — 21у?. Tak» дфлая b — 0, най- 
демъ ас — 21, что можетъ быть удовлетворено только пред- 
положеніями 
a =f [a= J] a= πο ο 21 
с —= 21 E T e= 3 e? 
которыя BCT удовлетворяютъ условію: а и c > © и ne < 2b, 
rab b= 0. 
Д%ълая b = 1, найдемъ ас 4 1 = 21; откуда ас = 20, и 
это приводитъ насъ къ предположеніямъ 


а= 5 = 10 | a = 20 
σε ez Aro 1: 


а == а= Ж Таче 
c= 20 | с = 40 | ¿e= 5 
Но первое и noc.rbanee не удовлетворяютъ условію: аи с не < 20; 
ибо 6 — 1. 
raks для 6 — 1 будетъ одно изъ четырехъ 


= 5 а 40 
e= ο =: 


TAM REL... 
с — 10.69 
Наконецъ для b = находимъ ас + #=24; откуда ас = 17, 
H CATA. одно изъ двухъ 


а= КЖ, 
р — #1 6 = 50. 


Но оба эти случая невозможны; ибо 26, будучи зд®сь равно 


^ ^, въ первомъ предположеніи превосходитъ а, во второмъ с. 


11 
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Итакъ вс® дфлители а? — 17у? должны представляться 

Формами 
u? — 240°, Зи? — 70%, ти? — ἣν", 241и? — ο”, 
ди? + дие — 1057, ku? + 2uç — 50°, 5и? + 2ue — νο”, 
10u? 4 2uç — Ωρ}, 

Но «Формы 2и? 4- 2uc — 106°, 10u” + ιν — 20° даютъ одн 
числа четныя; CIA. Be нечетпые дфлители 22 — 21у? будутъ 
представляться Формами 


и? — 210°, З3и2— 70, Ти? — ν᾽, 21u? — ,م‎ 
lu? 4 Зио — 56°, 5и? و‎ дие — №93. 
Для другаго примёра возьмемъ Форму 2° --- 26у?. По reo- 
рем 61-й длители ‘ея представятся Формами ` 


аи? -ᾱ- 9bue = ον", 
ra 


-b не > κο ac — 6° = 26, an c не < 2b. 


[2 


Первое неравенство предполагаеть 6 однимъ изъ трехъ 


чиселъ 


0; Αν. 9. 
Д%ълая b = 0, мы для опред%ленїя а m c находимъ условія 
ac == 26, аи c ne — 0. 
m условїя — насъ Kb предположенїямъ 
а = ἄρ». 210— 13 а= 96 
СеО. ев 47314 DN 4, 
” Дфлая b = 1, мы находимъ 
ac = 27, a n c ne < 2. 
Уравпешю ac = 27 удовлетворяютъ 


a= 1|а=3 a=9 a= 21 
πα e= 9 | e = 91:0 = № 


Но изъ этихъ величин а и с условію 
а не < 2, c ne < 2 


уловлетворяютъ только 
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4—3.|a-9 
е== 9.16 — 6 
Наконецъ для 6 = 2 находимъ 
ас — 30, a n с не < ^. 
Уравненію ac = 30 мы удовлетворяемъ предположеніями 


а—=10 | а—=15 
в 30 8 


i4, 
ᾱ-- 1. 


a— 6 
6—9 


g =+ Эа ατα 
с —45 | с==10 | c—6 


а xk ή 


e= 3 


Ho пзъ нихъ условию 
а ge < №, c ne < k 


удовлетворлютъ только 
а 5|a—6 
€ e ==: 5. 


2 


с Çu 


Отсюда для’ д%Ълптелей a^ 26у? выходятъ слфдуюния 


Формы 
и? + 260”, Зи? 4 130°, 13u? че 20°, 26и? -ι- ο”, 
Зи? + дие 4 90°, 9и? + 2uç — 30°, Su? —— huc 4 60°, 
би? + huc -ᾱ- 50°. ` 
Замфчая, что здБсь и*-+ 966? тожественно съ 26u* ~ οὗ, 
2” -ι- {9 съ 13—20, Зи®*-—-9ие--9е? съ 9и? 2w ἂν", 
δι" + hue = Ον} съ Gu? —— uc — 5е?, заключаемъ, что вс® дЪ- 
лители 2? -— 26у? будутъ представляться Формами 


и? 260°, Зи? + 130°, Зи? + ue + 9р?, 5и? -- huc -ᾱ- 697. 


Bor» какимъ образомъ на основанш доказанныхъ вами TCO- 
ремъ могутъ быть выведены ΒΟ; квадратичныя Формы д®лителей 
а^ + Dy”. Отсюда выходптъ много любопытныхъ предложеній 
относительно рфшешя уравненій впда az” = 2bæy -+ cy? = Н, 
составляющихъ предметъ изслфдовашя Teopim неопредъленныхъ 
уравненій высшихъ степеней. Здфсь же мы воспользуемся квад- 
ратичными Формами дфлителей 2? + Оу” для опредфлешя его 
линейныхь д®лителей. Мы показали, какъ найдутся дфлители 
а^ + Dy?, когда D число простое; теперь мы покажемъ, какъ 
найдутся дЪфлители этой Формы при всякомъ значенін D, бу- 
деть ли D число простое или. составное. При этомъ мы бу- 


* 
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демъ предполагать D недфлящимся на квадратъ какого ни- 
будь числа; ибо для D= ϱ Форма α + D,k^y* приве- 
дется къ а? + В, (Ку)?, ú caba. къ 2*-- D,y,?, полагая 
у, = ку. Итакъ разсматривая дфлителей Формы 2” + Оу”, мы 
можемъ выкинуть изъ состава D Bc точные квадраты; посту- 
пая такимъ образомъ, мы будемъ имфть Формы вида 2 + Пу”, 
гд D не abaurca na квадратъ какого нибудь числа; опредф- 
леніемъ дфлителей этихъ Формъ мы теперь и займемся. 

Š ^7. Прежде чфмъ покажемъ, какимъ образомъ изъ квад- 
ратичныхъ Формъ дфлителей могутъ быть выведены линейные 
AbamTeam, мы докажемъ относптельно Формы аи? -ᾱ- 2bue -- се? 
елъдующія теоремы: 


62. ТЕОРЕМА. 


Если опредьлитель формы аи? + 2buç = с? есть d, uu- 
сло недтълящееся на квадрать; то можно найти число c, 
для которто а + 20 и +- со? будеть число простое Cs d. 

Доказательство. Въ самомъ abab, пусть будетъ ὦ общ 
наибольший д®литель c и d; число о не будетъ заключать въ 
себф множителемъ никакого квадрата; ибо d ue длится на 
квадратъ. Но по значению d мы имфемъ 02 — ас = d; откуда 
слфдуетъ, что o, общ дфлитель c m d, дфлитъ 5^, и CASA. 


no теорем 6-й дЪлитъ b. Докажемъ же теперь, во 1-хъ) что 


z ж. =b. b 
можно всегда наити число Cc, для котораго выраженіе TO 


d 
приводится къ числу простому съ --» и во 2-хъ) что такое число 


« обращаетъ а -1- 26 + си? въ число простое съ d. 

Въ первомъ не трудно убЪфдиться, замфтивъ, что при Aban- 
мости D на о, общій наибблышй дфлитель с и d, по теорем 
19 можно найти число, удовлетворяющее сравненію 

са + b = o (мод. d), 
что предполагаетъ дфлимость ca -+ 6 — c на 4. Полагая же 
частное отъ дфлешя са + b — w на d равнымъ /, будемъ имфть 
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откуда выходитъ 


са --- b а 
"TO обнаружпваетъ въ ——— число простое съ —. 
© | ω 

Чтобы уб%диться во второмъ, мы замфчаемъ, что выраже- 
uie а + 260 -+ си? можетъ быть представлено такъ 


со -ᾱ- bN? р? — ас 


© 


$ 
rab sambuaa 0? — ас черезъ d, имфемъ 


σα 4 Бү? а 
οί 


ω ω 
c 
E 
d 
Число же d разлагается на два множителя и ©, KO- 
торые не могутъ имфть общаго дфлителя; ибо d не можетъ 


а < 
делиться на квадратъ; притомъ — HO CBOHCTBy числа α про- 
© 


є а 
стое съ Отсюда салфдуетъ, что HH ©, HH р не могутъ 


σα -- b d 
имфть общаго множителя съ о ( ——; ибо простыя 
© 


š са A bN? 
числа, входящія въ составъ ©, д®ля e( ): не могутъ д®- 


а а ca + 
лить ; напротивъ дфлители = не могутъ А%лить ὢ үр 9 


Ь 2 
Итакъ ω (T ) --- и CADA. 


C) d 
LE 


== а + 2ὐα — co? 


* 
š а 1 ` 2 
число простое съ и 3 а потому и съ произведешемъ HXb 


d, что и слдовало доказать. 
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Для прим%ра найдемъ число с, для котораго бы 34-2. 21 —— 
217a? было число простое съ 21® — 3. 217 == — 210. Замфчая, 


что общій наибольший д%лптель 217 m 210 есть 7, мы для опре- 
917a + 21 
7 


210 А 
простое съ -y mam 30. Этому условію, какъ видфли, можно 


всегда удовлетворить, решая сравненіе 
217и — 21 = 7 (мод. 210). 


Но въ этомъ случав, какъ и въ большей части другихъ, 


дленія с находимъ условіе, что › пли Зіс = 3 число 


мы можемъ легко найти с, пробуя различныя числа. Tak» na- 
ходимъ, что == — 2 обращаетъ J1o -+ 3 въ число простое съ 
30. Caba. m выраженіе 3 4-2. 2104 21702 при а= — 2 
будетъ число простое съ 210. 

Ha основаши доказанной нами теоремы для всякой Формы 
аи? = 9buc -ᾱ- се? найдется число z, обращающее а + 26 + co? 
въ число простое съ опредвлителемъ ея. Опредфливши Ta- 
кое число, мы можемъ преобразовать Форму аи? — 2bue се? 
въ другую, rab первый членъ будетъ имфть коефФиціентомъ 
число простое съ опредфлителемъ ея 4. Этого мы достигнемъ 
всегда, дБлая въ этой Форм ç — “и = U, rab а есть число, 
обращаюшее а + 26 -+- са? въ число простое съ d. Въ ca- 
момъ д%л®, изъ этого уравненія найдемъ ç = αι + U, и внося 
эту величину въ Форму аи? -+- 2bue 4- εν”, мы ее преобразуемъ 
въ такую | 
ац? —— 90 («u — U) и + с (cu = UY, 
что по packpbrrim скобокъ даетъ 

(а — 2ba — си?) и? —— 2 (b — ос) uU —+ cU?, 
rab коеффищентъ перваго члена есть a4- 20и -+ с”, число 
простое съ ἆ πο положенію. | 

Tak» чтобы cabaarb въ Фори Зи? --- 2. 211, + 2179? nep- 
вый коеффищентъ числомъ простымъ съ опред%лителемъ ея, 
пщемъ число c, которое бы обратило 3 + 2. 210 + 21702 
въ число простое съ 210. Этому условїю, какъ вид%ли, 
удовлетворяетъ «== — 2. Поэтому для преобразовашя Формы 
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Зи? 4- 2. 219 ж 2179? дҰлаемъ ο 4- 2u = U, п на м®сто ç въ 
Форму Зи? — 2. 21ue 4- 2170 вносимъ [7— 2и. Это даетъ намъ 
Зи? 4- 2. 21 (U — 2и) и => 217 (U — 2и)?, 

или 
181u* — 826Uu -ᾱ- 2170. 


Такимъ образомъ данная Форма 
Зи? 4 2. 21ue — 2178? 
преобразовывается въ Форму 
. 787и? — 826u U + 2170. 

Послфдняя Форма сложн®%е первой; но она имфетъ ту выгоду, 
что въ пей коеффищенть u^ число простое съ опредълителемъ. 
Это послужитъ значительнымъ облегчешемъ при опредфленш ли- 
нейныхъ дФлителей, и теперь вездЪ мы будемъ предполагать ква- 
дратичныя Формы преобразованными такъ, что въ нихъ первый 
ΚΟΘΦΦΗΠΙΘΗΤΊ число простое съ опред%лителемъ. Въ этомъ 
продположени мы докажемъ слБдующія теоремы относительно 
квадратичныхъ Формъ : 


63. ТЕОРЕМА. 


Если οὔ формь au? = δεν + ο” число а простое св опре- 
дълителемь b? — ас = d, то можно найти число 1, удовле- 
творяющее сравненію 


au^ --- 2buç -ᾱ- co? == а? -ᾱ- 20ἱ -ᾱ- с (мод. d). 


Доказательство. Въ самомъ abak, при а простомъ съ d 
сравнеше 


а (аи? = 2Ьие = се?) == а (al^ ~ 2Ы - c) (мод. d) 
можетъ быть сокращено на d; вслфдств!е чего оно приводится къ 
au? =- 2buç + ce? = al? + 2Ы — c (мод. d), 

которое хотимъ доказать. Но сравнение 


а (au? + 2bw + co?) = а (al? + ЗЫ -+ с) — d) 
можетъ быть такъ представлено: 
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(au =- by)? — (b? — ac)e? == (al + b)? — (δ᾽ — ас).......(мод. d), 
"TO по равенству 6 — ac? c» модулемъ d приводится къ cwb- 
дующему 
(au + be)? == (al > 6)? (мод. d), 
а это удовлетворяется, если 
al =- b = au —- Ье (мод. d). 


Но послфднему сравненію мы всегда можемъ удовлетворить; ибо 
оно первой степени и а простое съ 4; откуда и выходить пред- 
ложенная нами теорема. 

На основанш этой теоремы мы заключаемъ, что если при 
Bcbx» величинахъ L значенія aP 4- 201 -+-с по модулю d срав- 
нимы съ числами 

M "RE 
TO съ ними сравнимы также и ΒΟ значенія au? — 2bue 4- ον”, 
m CATA. ec числа, опред%ляемыя этою Формою будутъ одного 
πο, слфдующихъ видовъ 
md ---- r,, md + r,,....... md + r,, 

rab m произвольное число. Чтоже касается до чиселъ r,, Fa... 
съ которыми сравнимы по модулю d вс% значенія αἰ” — 2al -- c; 
то мы ихъ найдемъ, опредфляя числа, сравнимыя съ этимъ вы- 
раженіемъ при l= 0, 1, 2,...... d — 1; ибо съ этими значеніями 
αἰ” —— 201 с по модулю d будутъ сравнимы BCT другія. 

Tak» для выраженія чиселъ, опредфляемыхъ Формою 

ац? + 9bue + ce? , 
найдемъ линейныя Формы 
ті r,, md + r,,......md —+ r, 

Ho каждая изъ этихъ Формъ приводится къ четыремъ, 
смотря по виду числа m. Такъ предполагая въ первой ΦΟΡΝΤ 
т равнымъ lz, hz 1, hz 2, № 3, мы изъ нея выве- 
демъ четыре 


hdz +r, hdz +d + r, dz + 2d -i- r, ваз = 3d + r,, 


и ограничиваясь одними нечетными значеніями au? -i- 2bue -- сс”, 
посмотримъ, которыя изъ этихъ Формъ должны быть выкинуты. 
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Начнемъ съ d нечетнаго. При d нечетномъ между числами 
r dr, 24-нг,, За-нг, будетъ два четныхь и два нечет- 
ныхъ (см. теор. 10). Ограничиваясь одними нечетными значе- 
аи? =- 9bue -+ се?, мы изъ четырехъ Формъ 


hdz гү, ж: d + r,, dz a- 245 +— r, dz + За + г, 


выкинемъ ABB, въ которыхъ члены, He содержащія z будутъ чет- 
ныя. Jarbwb для выражешя нечетныхъ значеній аи? + 2 bue ~ се? 
останутся ABE Формы, изъ которыхъ одна будетъ давать числа 
вида !un-i- 1, другая вида km + 3 (ем. Š ^). 

Изъ этихъ Формъ мы оставимъ или одну только или 065, 
смотря потому даетъ ли Форма аи? 20и -i- си? оди числа вида 
Ат -ᾱ- 1 или ΟΛΗ числа вида km 3 или т и другія вмъст$. 
Но это узнаемъ мы, замфчая, что относительно и и € можно 
cAbaaTb четыре предположенія 


и = 2k | и — 2k + Í 
==? = 9 


и = 9k 
e= 2s+- 1. 


и — 2k + 1 
е — 95 + 1 


Внеся же эти значенія u m e въ Форму аи? + 2bue -- εν", 

находимъ результаты такого вида 

+N, +N, + a, 4N, + a +— 2b + e, N, с, 
rab называемъ черезъ ΚΝ, ΚΛ, ^&N,, N, совокупность членовъ, 
им%$ющихъ множителемъ №. у, 

liz» этого видно, что если ни одно изъ чиселъ а, b, 
а 2b +с не есть вида bmi пли әт 3, то Форма 
au^ —— 2бие -ᾱ- се? не даетъ чиселъ этого вида. 

Обращаемся теперь къ случаю 4 четнаго. 

При d четномъ Bc% числа r, d + r,, 24+ r,, 3d + г, пли 
будутъ четныя или BCT будутъ нечетныя. Въ первомъ случа% 
мы заключимъ , что Форма аи? --- 2бие -i- се? не даетъ чиселъ 
нечетныхъ; во второмъ же по виду чиселъ F,, d + r,, 20 4 г, 
З4-—-г, мы узнаемъ какого изъ четырехъ видовъ: 8т ~- 1, 
8m -— 3, 8т-+ 5, 8m + 7 числа выражаются каждою изъ ли- 
нейныхъ Формъ 

dr гү, kdz = dr, dz 2d +r, νά: + 3d + ғ, 
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и мы увидимъ, которыя изъ нихъ должны быть выкинуты, 
опред%ъливъ, какихъ изъ четырехъ. видовъ 8m + 1, 8m —+ ὃ, 
8m а 5, Вт 1 7 получаются числа изъ Формы ац? ~ 20ие -+- ον”. 
Для этого мы замфчаемъ, что относительно и H ¢ можно сд%лать 
только девять предположеній: 


u—29k--1,|u-c2k--1|u-—2k--1|u-— hk u= HEK 
e = 95 -.-1 [е = M e—hg--2|e—2s-—1]|o— hs 
u= 4k u = 2k — 2 | u = hk 2 | u = 4k а-ә 
s = hs +2 | ç = 2; + 1|] о = hs + 2| ç = ἧς 
изъ которыхъ четыре 
u= %К | u = hk u= k + 2 | u = k — 2 
e= hs | çg = hs + 2 | ç = hs +2 | e = h$ 


не должны ΠΜΈΤΡ wbcra; ибо въ нихъ значеше qu?2——2Duç-- co? 
будетъ всегда число четное. Что же касается до остальныхъ 
предположенїй, то д%лая въ eopwb аи? ~ 2bue -- се? 


u = hk + Зи = kk 
ç = 25 + (© = 2s + 1, 


u = οἷς-ι- 1lu— 2k -+ 1 
ç = ls νο + 2 


u = 2k + 1 
e = 2s 1 


мы находимъ результаты такого вида 
81--а--20--с, 8N,—+a, 8Х„--а-ч-һЬ--%с 
8Х,--һа--һЬ--с,‚ 8N, с, 

rab 8N, 8N, 8N, 8N, 8N, означаетъ совокупность  BCbXb 
членовъ, имфющихь множителемъ 8; сюда же относятся 
члены "(Kk -+ К), №(5°— s), которыя на 8, очевидно, ab- 
зятся. 

Отсюда слфдуетъ, что числа, опредфляемыя Формою 

au^. -- 9bue = ο”, 

могутъ им®ть какой либо изъ видовъ 8m + 1, 8m + 3, 8m- 5, 
8т-+-7 только тогда, когда этого вида есть число между d, с, 
а-+2Ь-—-с, a нс, ahb әс, и этимъ onpeabasercs, 
которыя изъ четырехъ Формъ 

hdz--r,, аз а-нг,, kdz-—2d—+r,, %йх-—-8@й--г, 
могутъ выражать нечетныя значенія аи?-+-Э6 и --ον᾽ m KOTO- 
рыя должны быть откинуты. 

Покажемъ это ma примЪръ. 
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Мы вид%ли, что Bch нечетные дфлители 2” ~ 26у? пред- 
ставляются Формами 
u? + 909”, Эи?- 132, Зи? 2uv 4 90°, 5и? + hue A 60°. 
Чтобы опредфлить линейныя Формы чиселъ, представляемыхъ 
первою, мы замъчаемъ, что въ ней коефФиціентъ u^ ne имфетъ 
общаго дфлителя съ опредвлителемъ Формы; поэтому къ ней 
можетъ быть приложена теорема 63. На основан этой тео- 
ремы мы заключаемъ, что всф значешя и? -+ 267° по модулю 
26 будутъ сравнимы съ TËMH же числами, съ которыми срав- 


нимы значенія /? 4- 26 при l= 0, 1,2,........ 25. Но наи- 
меньпия числа, сравНамыя съ 
0? 4- 26, {3 -- 26, 2*?-—26........ 25° -+- 26 


по модулю 26, мы находимъ Bb OCTATKÝ, получаемомъ прп Ab- 
леніп этихъ чисель на 26. Опред%ляя эти остатки, находимъ, 
что BC они равны 
0,: 4, κα. 9, 16, 25, 10,:29, 12, 3, 22, 17, 1^, 13. 
Откуда заключаемъ, что съ этими числами по модулю 26 
сравнимы и scb значенія и? + 2609”, а потому эти значенія дол- 
жны представлятьея. Формами 
26m -ι-θ, 26m + 1, 26m +— ^, 26m +— 9, 26m + 16, 
26m = 25, 26m = 10, 26m + 23, 26m + 12, 26m + 3, 
26m + 22, 26m + 17, 26m + 1%, 26m + 13. 
Ho изъ nux» только Формы 
26m + 1, 26m + 9, 26m + 25, 26m = 23 
26m — 3, 26m + 17 
даютъ числа нечетныя и простыя съ 26; ихъ мы только и 
оставимъ. Дълая зд®сь m= kz, 2-1, 2, lz +3, мы 
BbIBOAHM'b 
10%; +1, 1042-27, 10% + 53, 10% — 79, 
10%; 9, 10^z2-35, 104z 61, 104z = 87, 
104z = 25, 104z 51, 10%2 + 77, 10% + 103, 
104z + 23, 104z ^9, 104z 75, 10%: + 101, 
104z 4-3, 101 29, 10z = 55, 1952 + 81, 
104z 2— 17, 104z + 43, 104z + 69, 10%: = 95. 
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Но чтобы узнать, которыя изъ этихъ Формъ должно оставить 
и которыя выкинуть, мы должны опред%лить, какія изъ четырехъ 
видовъ 8m 1, 8m + 3, 8m 4 5, 8m —+— 7 имфютъ числа, no- 
лучаемыя изъ Формы u*-i- 209’. Мы вид%ли, что вообще для 
Формы аи? 4 2bue --- cç? это опредъляется видами чиселъ 

а, с, а 2b + c, Ίνα + hb 4 c, ан hb — ^c. 
Отсюда для Формы и? -+ 2602 выходитъ 
1, 26, 1! — 26, ^ + 26, 1 + 4.26. 

Но здесь нфтъ чиселъ вида 8т +— 5 и 8m-— 7. Carba. въ 
найденныхъ нами въ Формахъ мы должны откинуть TB, KOTO- 
рыя даютъ числа этого вида. 

Taks зам%чая, что 53, 61, 77, 29, 101, 69 суть вида 8m + 5, 
a числа 79, 87, 103, 55, 23, 95 вида 8m— 7, мы откпды- 
ваемъ Формы 

10*z-—— 53, 10^z-— 61, 104z = 77, 10% = 29, 
104z = 101, 104z = 69, 101z = 79, 10191 = 87,. 
104z + 103, 104z +55, 104z 23, 104z + 95, 
H y πᾶς» остаются слБдующія : 
104z +1, 104z — 27, 104z — 9, 104z — 35, 
10%: + 25, 104z +51, 104z — 19, 1042-75, 10% — 3, 
104z + 81, 101z -+ 17, 104z — 43. 


Разкроемъ теперь линейныя Формы чиселъ, опредФляемыхъ 
квадратичною Формою 2и? ~ 137°. Ho къ этой Форм% нельзя 
прямо приложить теорему 63; ибо въ ней коеФФицїентъ и? 
есть 2, число непростое съ опредфлителемъ — 26. 

По этому мы должны предварительно эту Форму преобразо- 
вать по способу показанному нами выше. Для этого, 


замфчая, что общій напбольшій двлитель 2 и 26 есть 2, 
2α--0 
9 5 
простое съ 26. Этому условїю удовлетворяетъ 1, а потому для 
преобразованія Формы 2и? -+ {99 вносимъ въ нее UJ 4-u на 
мсто е, черезъ что она обращается въ сл$дующую 
15и? + 26uU — 13 U. 


мы ищемъ с, которое бы обратило пли G, въ число 
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Получивъ такимъ образомъ Форму, въ которой первый коеф- 
Фиціентъ число простое съ опред%лителемъ — 26, мы на oc- 
нованїп теоремы 63 заключаемъ, что es значенія по модулю 
26 будутъ сравнимы съ остатками , получаемыми при д%ленїи 


15.0? + 26.0 — 13, 15.1? 2— 26.1 +13, 15.97. 26.2 + 13, 


σεν .0...15.25? + 26.25 + 13 на 26. 
Но эти остатки мы находимъ равными числамъ 
. $9. 28, 91, 18, 19, 98, 7,290, 11, 10, 5, 8, 15, 0: 
савд. по модулю 26 сравнимы съ ними вс% значенія 1542 =+ 
26 и [Γι 131°, а потому они могутъ быть представлены 
Формами 
26m — 13, 26m 4- 28, 26m +— 21, 26m + 18, 
26m — 19, 26m + 2%, 26m + 7, 26m + 20, 26m = 11, 
26m + 10, 26m + 5, 26m 4—- 8, 26m + 15, 26m —+ 0. 


Но изъ этихь Формъ только 
26т-+ 21, 26т-+ 19, 26т-н 1, 26m-- 11, 26т-н 5, 26т-+-15 
даютъ числа нечетныя и простыя съ опредфлителемъ — 26; 


ихъ мы только и оставляемъ. Д%лая здесь т = hz, hzc f, 
№; +2, hz + 3, мы изъ этихъ Формъ выводимъ 


104z 21, 10% + 7, 10%: 73, 104z + 99, 
10^z = 19, 104z + №5, 10%: = 71, 104z = 97, 
1042 +7, 104z = 33, 104z 4 59, 10^z ~ 85, 
104z + 11, 10% = 37, 104z +— 63, 104z -+ 89, 
104z ¬+ 5, 1042—31, 104z + 57, 10%: + 83, 
104z -н 15, 104z 81, 104z = 67, 10%2 = 93. 


Но такъ какъ числа, выражаемыя ΦΟΡΜΟΙΟ 
1 5и? -+ 96uU + 1307, 


не MOryrb быть вида 8т Г и 8m 3-3; ибо ни одно изъ 
чиселъ | 

15, 13, 15 + 26 — 13, t.15 —2.26 + 13, 15 + 2.26 + 4.13 
ue есть этого вида. Поэтому изъ найденныхъ линейныхъ Формъ 


` 
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мы должны выкинуть всЪ, которыя даютъ числа MAN вида 
Sn -—+- 1 или 8m ~ З. 

Затфмъ для выражешя чиселъ нечетныхъ и простыхъ съ 
опредфлителемъ, получаемыхъ изъ Формы 1 5и? = 26uU — 1317, 
остаются 


104z + 21, 104z 4 47, 104z- 55, 102 = ΤΙ, 
10^z —+ 7, 104z =+ 85, 104z + 37, 10%: ~ 63, 
104z 5, 104z = 31, 104z 15, 104z + 93. 


Чтобы найти Bc линейные д%лители 22 -+ 26у? намъ oc- 
тается найти линейныя Формы для выражешя чиселъ, опред®%- 
ляемыхъ Формами , 

Зи? + дие — 902, 5и? — ue — Ον", 

Но при этомъ мы находимъ для Формы Зи? --- 2uç + 9ç* 
Tb же линейпыя Формы kakia нашли лля u*- 266^, а дая Фор- 
мы 5и? -+ huc -+ бе? Tb же, kakia нашли для 2и? ~ 130°. И 
такъ всЪ нечетные abanream Формы 22 4- 26у?, простыя съ 26, 
опредфляются слфдующимн Формами 


1052 -=1, 10-3, 10%: = 5, 10hz 4-7, 
10%: 2-9, 10%: 4-15, 104z —+ 17, 10% =+ 21, 
104z — 25. 104z =+- 27, 10%: + 31, 1012 —- 35, 
10^z = 37, 10%: + ^3, 101z + №5, 101z + ^7, 
104z + ^9, 10%: + 51, 104z = 63, 10% + ΤΙ, 
10%: + 75, 104z + 81, 1017 + 85, 101z + 93. 


Tar» съ помощію квадратичныхъ Формъ могутъ быть опре- 
Absensi линейные дФлители a? + Dy?, будетъ an D число про- 
стое или составное. Но чтобы при onpeabaemim ux» не д%- 
лать лшинихъ выкладокъ, мы покажемъ теперь средство узна- 
вать, что AB] квадратичныя Формы дЪфлителей а? + ру? приво- 
дятся къ однимъ линейнымъ Формамъ, какъ въ предыдушемъ 


прим®р®% 


u? 260? п Зи? + Duo + 90°, 212-4 136? п 5и? a- ἵιῶν > 622. 


Для этого мы докажемъ слфдующую теорему: 
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6%. ТЕОРЕМА. 


Если au? -ᾱ- 2buç -ᾱ- ον", aU? -ᾱ- 200 + e,V суть квадра- 
тичныя формы дълитслей а? — @у?, и а, а, числа простыя сә 
d; притомь а, = al? + 20ἱ — с (мод. d), 10m l какое нибудь 
число; то можно наити 2, удовлетворяющій сравненію 

аа? + 20,2 + c, == ае? + 2bu — c (мод. d). 

Доказательство. Въ самомъ д%л% при а m d, простыхъ съ 
d сравненіе 

а?а, (аж? — 20,20 -- с,) == а?а, (аа? -κ- 20а — с) (мод. d) 
можетъ быть сокращено па а?.а, п такимъ образомъ оно при- 
водится къ 

аџа? 4 20,2 + e, == аа? + 2b» -+ c (мод. d), 
котораго возможность имфемъ въ виду доказать. Но сравненіе 

a^a, (a, a 4- 9b {© — οἱ) = а?а, (аа? + 2ὐα — c) (мод. d) 
можетъ быть такъ представлено: | 
(aa,ac4-ab ,)" —a* (b *—а,с,)==аа, (aub) —aa (6*—ас)(мод.4), 
rab 6,2 — ae, 6 — ac равпы d; ибо по положенио 

a, U” + 26, ПР + c,V?, au? + 2Ьие 4 се? 
суть квадратичныя Формы д%лителей z^ — Фу? (см. теор. 59). 
Всл®дствїе чего предыдущее сравнеше приводится къ такому 
(аа, -ᾱ- аЬ)? = аа, (ae --- 0)? (мод. d). 
Это же сравнеше удовлетворяется, если 
aax -ᾱ- ab, == (аа — b) (al 0) (2109. d). 
Чтобы убфдиться въ этомъ замфтимъ, что для этой вели- 
чины 44,2 + аб, оно приводится къ 
(ао + Б)? (αἱ + b)? = аа, (ам + b)? (мод. d). 
Но (al -+ 0)? сравнимо съ a.a по модулю d; ибо по положенію 
a, = al? -ᾱ- ЗЫ -н c (мод. d); 


откуда выходитъ . 
а, =a (al = 2bl -- с) (мод. d), 
или аа, == (al = b)? — (b? — ас) (мод. d), 


п CATA. aa = (al = b)’, потому что 6? — ас есть d. 
Итакъ, чтобы удовлетворить сравненйо 
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аа + 2b æ 4 c, == аа? + 26а -κ- с (мод. d) 
необходимо только найти 2, для котораго 

qa m --- ab, = (аа = b) (al =- b) (мод. d), 
что не представляетъ ни какой трудности; ибо зд®сь 2 въ Nep- 
вой степени и коефФиціентъ ero аа, число простое съ моду- 
лемъ 4. 

Такъ убфждаемся въ справедливости предложенной нами TEO- 

ремы. | 

На основан ея и теоремы 63-й мы заключаемъ, что если 
а будетъ сравнимо по модулю d съ какимъ либо значеніемъ 
al? = 2al + c, то числа, опредфляемыя Формами 

аи? + 2bue + ον", a U” — 26, UV + c, F°, 
будутъ сравнимы съ одними и тми же числами; а потому какъ 
для той, такъ и для другой линейныя Формы вида та -+- г óy- 
_ дутъ oamb m Tbe. 

Что же касается до ΦΟΡΝΤ вида md ~ т, то мы ихъ легко вы- 
ведемъ изъ Формъ вида md --- r, ú на основанїи показаннаго нами 
способа выводить эти Фбрмы видно, что ΟΠ для аи? + 2buy + се? 
u a,U* + 26, UV => ο будутъ различныя или одинакя, CMO- 
тря по виду чисель а, с, ан 25 -н c, a, Οι, а, + 2b, с, 
при d нечетномъ и по виду чиселъ а, с, а+-26-нс, Ла hb с, 
а + bahce, а, e, a——-2b нс, ka-— kb не, а, к, 
при d четномъ. Этимъ мы оканчиваемъ теорію дфлителей 2*-= ау”. 
Въ конц книги помфщены таблицы линейныхъ дФлителей Фор- 
мы c? + dy? для вс®хъ значеній d, недфлящихся на квадратъ, 
отъ d = 1 до d — 101. Эти таблицы им%ютъ весьма важныя 


приложенія, какъ мы увпдитъ въ слфдующей глав%. = 
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ГЛАВА УШ. ә 


ПРИЛОЖЕНІЕ TEOPIH СРАВНЕНІЙ КЪ РАЗЛОЖЕНІЮ ЧИСЕЛЪ HA 
ПРОСТЫЕ МНОЖИТЕЛИ. 


Š ^8. Въ заключеше Τοορίη сравненій, мы покажемъ ka- 
ќомъ образомъ, на основан ея, можетъ быть упрощено paz- 
_ ложеше чиселъ на простые множители. | 

ЗИ Извьстно, что дая разложенія числа А на простые MHO- 
жатели мы должны отыскать наименьшее простое число, κο- 
терое дфлить А; если это число есть o; TO Abamrb А ma α 


4 
и искать наименьшее простое число, которое д®литъ —; если 


‚ 4 
это число есть 0; то искать напмёньшаго д%лителя ag и про- 


должать это до тъхъ поръ, пока дойдемъ до частнаго, KOTO- 
рее ue дфлится на Bch простыя числа, не превосходашя его 
квадратнаго корня. Это частное будетъ число простое, и про- 
изведеше его Ha «.Д........будетъ искомое разложеше числа A. 
Тэкимъ образомъ разложеше чиселъ на простые множители 
приводится къ изслдовапіямъ, что данное число имфетъ-ли 
д\мителей или н%тъ, и если имфетъ, то какой наименьший изъ 
нихъ. Ho эти изслдованія представляютъ большія трудности 
AM чиселъ значительныхъ. Такъ на началахъ Ариеметики Han- 
мельшаго д®лителя числа № мы должны искать между вс%®ми 


простыми числами, мёньшими V N, пробуя на нихъ abante М. 
Не такихъ чиселъ будетъ много, если № велико, и намъ не 
pbiko придется испытать значительную часть ахъ, прежде чъмъ 
потадемъ на дълителя №. Еще боле трудности встръчаемъ при 
N простомъ; въ этомъ случаф мы должны будемъ испытать AÉ- 


лшость Ν на ве простыя числа до УМ. Такъ на началахъ 
ΑΠΙΟΜΕΤΗΚΗ изсл$доваше состава какого нибудь числа, прево- 
схедящаго 1000000, потребуетъ не р®дко болфе 160 д%леній; 
иб» чисель простыхъ меныппхъ V 1000000, или 1000, нахо- 


дить 168. Ha основант Τοορία сравненїй эти изысканія зна- 
| 12 
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чительно облегчаются; мы можемъ по виду даннаго числа опре- 
ABANTE видъ вевхъ возможныхъ дЪФлителей его, и намъ останет- 
ся только испытать числа этого вида. 

№9. Мы начнемъ съ частнаго случая, особенно замфча- 
тельнаго, и покажемъ, какъ могутъ быть опредфлепы Формы ab- 
лителей чпселъ вида а” + 1, для которыхъ, на основаши Te- 


Если p нечетное число и дьлить a"— 1; mo р можеть 


оремъ Ү-й главы, не трудно доказать слфдующее: 


65. ТЕОРЕМА. 


быть выражено формою ως ~ 1, гдь co дьлитель т (включая 
т 
сюда и 1), z число простое съ —; притомь- p должно дљ- 


лить a^— 1. 
Доказательство. Если ὦ есть обшій напбдльшій д®%литель 


—1 m 
р— і и m; то числа 5 — ц%лыя и простыя: между собою. 


Полагая первое изъ нихъ равнымъ z, будемъ им%ть 
[жек же 


- 
= <; 
o 


откуда p= ө: + 1. 

Haw» остается теперь доказать, что p будетъ ΛΈΛΗΤΡ a^— 1. 
Для этого мы зам%чаемъ, что д%лимость а””— 1 на р выра- 
жается сравненїемъ 

а?”— 1 == 0 (aod. p), 
которое по теоремф 35-й при p — 1 m т им%ющихъ общимъ 
напбольшимъ д%лителемъ о предполагаетъ 
p a^— 1 = 0 (мод. p), 
H CATA. длимость a° — 1 на p, что и слЪдовало доказать. 
Изъ этой теоремы легко вывести слфдующую: 


66. ТЕОРЕМА. 


Если Әп + Í число простое; то простые нечетные дњли- 
теди а?” + '— 1 должны быть вида 2 (2n + 1)z + 1 илидю- 
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лить а — 1; npumows onu должны быть дълителями формы 
а? — ау’, š 

Доказательство. Если р нечетное число; TO оно можетъ 
быть такъ представлено 2N-4- 1. Но эта Форма при д%лпмостп 
N на 2n - 1 приводится къ такой 2(2п + 1) z +— 1. Въ romb 
же случа®, когда М не длится на проетое число 2n -ᾱ- 1, число 
2N будетъ простое съ 2n + 1. Ho если p д%литъ а?! — 1 

ыражается черезъ 2V 4-1, rab 2N простое съ 2n -+ 1; то 
UL e теорем% ` опо должно abante а — 1. Итакъ p 
должно быть впда 2(2п +1) z {1 или л%лпть a — 1. 

Докажемь же теперь, что p должно быть д%лителемъ Формы 
а? — αγ”. Въ этомъ не трудно убфдиться: p д%лптъ а?" 1. 4, 
и ο δα. длитъ аа? — 1), а это приводится къ la" ))--α 
выражению вида 2” — ау”. 


, 


Зам®чая, «TO при а = 2 никакое число не д®литъ а — 1; 
дфлители же 2? — ay? по 55-й теорем® должны быть одного 
изъ двухъ видовъ: Bg ~ 1 или 8т — 1, мы на основанш 40- 
казаннаго нами заключаемъ, что pe; простые д®лители 2777! — 4 
при 2п-+1 простомъ должны быть вида 2(2n +1) 1, и 
въ тоже время должны быть одного изъ двухъ видовъ: 87-1 
или 8 т —1. Onpeafausum такимъ образомъ видъ дФлителей 
числа 27?^*' — 1, не трудно найти ихъ во всякомъ частномъ 
случа, пли убЪфдиться, bb отсутствш ихъ, 

Для примЪра возьмемъ число 22° — 1, равное 8388607. Такъ 
какъ 23 число простое, то дфлители 22° — Í должны быть 
вида F6 2 + 1 и въ тоже время одного изъ двухъ видовъ: 
8т -+-1 или 8m — 1. Чтобы соединить эти два свойства, мы 
замфчаемъ, что Z можетъ быть одного изъ четырехъ видовъ 


ha, Mod, ἵνα 2, м 4 3, 


Для этихъ значеній z Форма №6: 4-141 приводится къ Ta- 
кимъ четыремъ ` | 


18^z 1, 184z + 47, 184z + 93, 181z + 139, 


изъ которыхъ послфдшя Amb He даютъ чиселъ вида 8p —— 1 и 
* 
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8m — 1. Caba. для дФлителей числа 8388607 возможны только 
ABT Формы s 
18kz + 1, 18*z 17. 

Ha основанш ux» не трудно показать вс® простыя числа, 
между которыми должно искать дфлителей 8388607. Для этого 
ограничиваясь длителями, не превосходящими V 8388607, мы 
опредфляемъ значешя 

{δια 1, 1812 -н ^7 
при æ = 0, 1, 2, :......... 15. Между ними находимъ слфдуюцщия 
простыя числа 599, 967, 1151, 1289, 1657, 2393. 

Но д%ля на нихъ 8388607, мы замфчаемъ, что ни одно изъ 
нихъ не ΛΈΛΗΤΉ 8388607; откуда заключаемъ, что 8388607 
число простое. 

Такимъ же образомъ Ейлеръ нашелъ, что 

25! — 1 — 2147483647 


есть число простое, п это есть самое большое простое число, 
досел® изв%стное. 

Подобнымъ образомъ Ha основанін доказанныхъ нами тео- 
ремъ легко изслФдовать составъ всякаго числа, опредъляемаго 
формулою а” — 1. 

Переходимъ теперь къ числамъ вида а” + 1, и относитель- 
HO ихъ дфлителей докажемъ слъдующую теорему: 


67. ТЕОРЕМА. 


Если р простое нечетное число и дьълить a^ 4-1; mo p 
можеть быть такъ представлено: 20z 1, 1дъ ὦ дљлитель 


3 m 
т (не исключая 1), который es частном — даеть число не- 


четное, z число простое съ =, притом5 р должно дълить 
a? + 1. " 
Доказательство. ДЪлимость a" -+- 1 на р выражается срав- 
ніемъ 
a” + 1 == 0 (мод. р), 
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которое по 39-й теореме предполагаетъ 
а + 1 == 0 (мод. p), 
БА 
rab о общій наибольший длитель m ир — 1, который въ част- 


TNT 
HOM'b — долженъ дать число четное. Полагая это частное 


равнымъ 2z, найдемъ 


и слФдовательно 
p = 205 + 1. 
Но нетрудно уб®диться, что зд®%сь 2 число простое съ 
т т 
z? и частное — число нечетное. Въ самомъ ABB, число о, будучи 
p—i 
ω 


общимъ напбольшимъ дфлителемъ É — 1n m, B'b частныхъ , 


m š 

= должно дать числа простыя между собою. Но первое есть 
т 

22, и оно не иначе можетъ быть простымъ съ © какъ при не- 


ΑἘΛΗΜΟΟΤΗ m на 2, и отсутствш общихъ дълителей. въ г. п z. 
Hams остается доказать, что р долженъ дфлить G^ -+ 1; но 
это слфдуетъ изъ сравненія 
а + 1 == 0 (мод. p), 
которое мы вывели выше. 
Изъ этой теоремы, какъ частный случай, выходятъ Takia: 


70. ТЕОРЕМА. 


Простые нечетные дълители числа a?" 1 при Эп- 1 
простом5 должны быть вида 2(2п + 1) z a- 1 или дълить 
а + f. 

Доказательство. Если р нечетное число, то оно можетъ 
быть такъ представлено 2/N 4- f. Но эта Форма при д®лимости 
N на 2n + í приводится къ 2(2n-- 1) +1. Въ Tow» же 
случа, когда № не длится на простое число 2n + 1, число 
N простое съ 2n + f, и дълимость а?! + 1 nap—2N a- 1, 
по предыдущей теорем%, предполагаеть длимость а + Í на 
это, что число и слБдовало доказать. 
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71. ТЕОРЕМА. 


Вст нечетные дълители числа 92" -+-1 должиы*быть вида ` 
2. 2" + 1. 
Доказательство. По теорем 70-й Bc нечетные дЪлители 
22" 4+- 1 могутъ быть такъ представлены 
2. өх -- 1, 


71 


ω 2 
rak ὦ есть дфлитель 2", который въ частномъ "PLZ "- 
2 


нечетное. Но этому условио удовлетворяетъ только (9 = ; 


CAA. Bch нечетные д%лители 23" -ᾱ- 1 должны представляться 
такъ 


2, 2": + 1, 


что и слфдовало доказать. На основанїи трехъ HOCABAHHXD Teo- 
pews легко найти дфлителей числа, имфющаго ΒΛ» a" --- 1, пли 
убЪдиться, что оно не имфетъ дЪфлителей. 

Aan примфра возмемъ числа 65537 и 1291967297, изъ ko- 
торыхъ первое равно 22* -+-1; второе равно 22° ~ 1. 

По посл%дней изъ доказанныхъ нами теоремъ дфлители 65537 
должны быть вида 32=-+1. Д%лая зд®сь = = $935, 5, 6, 7, 8, 
мы находимъ, что всЪ числа этого вида и меньшія 65537 суть 


33, 65, 97, 129, 161, 193, 225, 257. 


Но ux» нихъ только 97 и 193 числа простыя, и такъ какъ 
эти числа не дфлять 65537; то мы заключаемъ, что 65537 
есть число простое. 

По той же теорем для дЪлижелей числа 294967297 пм%- 
ew» Форму б: 1. ДФлая здЪеь z= 1, 2,...... 102%, мы naii- 
демъ BCh числа этого вида и менышя V 2291967297. Между 
этими числами мы находимь такія простыя 

193, 257, №9, 577, ΟΝί........ 

Abia на пихъ 2959672997, мы замфчаемъ, что это число 

А%лится на 6^1. 


Этотъ примфрь особенно замфчателенъь тфмъ, что онъ опро- 
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, 


вергаеть wmbnie Фермата, будто бы sch числа вида 22” —+ 1 
суть простыя 

$ 50. Мы вид%ли, какимъ образомъ теорія двучленныхъ срав- 
неній облегчаетъ изсафдовашя состава чиселъ, подходящихъ 
подъ Форму а” + 1. Теперь покажемъ, какимъ образомъ для 
всякаго числа  можетъ быть найдено множество Формъ вида 
а? = ау? съ незначительными величинами ‘а, которыя будутъ 
выражать или данное число A, или кратное его. Во всякомъ 
случа%, будутъ ли этп Формы выражать A, пли кратное 4, ab- 
лители A будутъ д®лителяма ƏTHXD Формъ, и слБд. видъ пхъ 
опред®лится по способамъ показаннымъ въ предыдущей глав, 
или найдется изъ нашихъ таблицъ дЪфлителей г. если а 
не превосходитъ 101. 

Какое бы ни было число 4, или кратное его k4, можно 
всегда выразить его Формою вида а? + αγ’. Такъ принимая 


за х какое нибудь число, за у наибольпее число, квадратъ 
котораго дА%литъ разность А — X1, M полагая частное Mo m 


равнымъ а, будемъ имфть 
А— ж? 
у? теч а; 
откуда получаемъ для 4 такое выраженіе 
А = а -ᾱ- ау". 

Подобнымъ образомъ могутъ быть выражены 24, ЗА,.... Bc 
полученныя такимъ образомъ Формы будутъ служить для опредћ- 
ленія д®лителей 4. Ho изъ нихъ наиболфе выгодны Tb, въ KO- 
торыхъ а им%етъ незначительную величину; HOO, какъ можно 
было замфтить въ теорш д%лптелей квадратичныхь Формъ, 
vmb меньше d, тъмъ проще Формы дфлителей а? pay’. По- 
этому изъ BCbXT возможныхь выраженій A, или кратнаго 4 
Формами вида 2” + ау? мы должны выбрать TB, Bb которыхъ 
а незначительное число. Для нфкоторыхъ чиселъ эти Формы 
‚ легко могутъ быть найдены непосредственно. Tars ne трудно 
замфтить, что 10001 = 100° + 1, 3. 3337 == 100° + £1, и т. п. 
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Ho вообще такія Формы могуть быть найдены на OcHOBanim сл%- 
дующей TeQpeMbi: 


72. ТЕОРЕМА. 


Если dy d,, d,,....... есть pas чисель, 65 которомь каж- 
дый членә d,,, по двум предыщимь опредьляетея уравне- 
нема 

νι κ. YA — éd, ул FFT tA 
V A E d, d, == а„Е d UAE τ V A —d d, d, Ὁ ( ) 


первые же два суть 1, 4 — (EV A)*; то всякая uso фөрмъ 
а^ — Dy, 10m D равно 


(— tt. d, d,.d,....... 


способна выражать А или кратное 4. 
Доказательство. Прежде чфмъ приступимъ къ этому дока- 
зательству, замфтимъ, что ряды 


V4-—d,d, V4—d,d,, V4— 4,4 


А. mum 
состоятъ изъ чисель пфлыхъ. Ш положению d, =1, d, = 4--- 
(Е V А)?; отсюда cabayerb, что dy, d, V 4—d,d, суть числа 
цфлыя. Но если эти количества суть числа цфлыя; то и BCH 
остальныя, заключающяся въ рялахъ 


V4 —d,d, V4—d,d,, VA — d,d, 


3 424. .. 
не могутъ uwbrb значенїй дробныхъ или ирраціональныхъ; ибо 


по уравненїю 
γά T d, , 1 d 
изъ котораго выходитъ также 
.y A — d, d αι —1 ως 5 VA V 


d, i. т" d, , --9γ΄ 4 — d, аа di... E- E 


== Ф FYZ ntn hub 4 oy ad 


n 


n d, o 


d, cm 


(`) Знакомъ E мы означаемъ злЪсь тоже, что въ Š 96. 
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количества d, | ,, V 4 — dd, +: He могутъ имфть значеній дроб- 


HBIXb или прраціональныхъ, если q. d V 4 — d, d nt ον 
числа ц%лыя. 


Ha основанїп этого, зная, что d,, d,, V 4 — d, d, числа πᾶ- 
лыя, мы заключаемъ что d,, V А — d, A4 — dd, имфютъ значенія цв- 
ныя; зная, что d, d, V 4 — - dd, имфютъ значенія nabi, за- 


ключаемъ, что ᾱ. A - — 4,4, числа цлыя, Ú T. д. 
Приступимъ теперь къ доказательству предложенной нами 


теоремы, и изобразимъ буквами Ly Lys 2,,....2,_,, Ὁ, , зна- 
ченя 
V A — dd, V A4—d d, VA — dd, .....V4—d, ἃ, ,, 
oa -— 
которыя, какъ видфли, вс® суть числа цфлыя. Им%я такимъ 
образомъ 
VA — dd, = £, 
Y 4 — 1,4, =£, 
V A— dd, = =, 


VA— dd --α 


n n—1 


мы изъ этихъ уравненій выводимъ 


о 109 
2, —4= - d, 
а — А = — dd, 


an. —4——d d 


η Ην. 


а? п— 1 --ᾱ- — 4,042. 1» 


которыя иначе напишутся такъ 


(т, “" V A) (£o PE y 4) = w 4,4,, 


ἐπ 
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(z; V A) (e, — V 4) = — 4,4, 
(a, + Y 4 ) (=, — V 4) =— didy 
(а па 77 У 4) (2,8 T У) = ر س‎ «μι 
(z az | ТР V A) ° ι ris y4)— Tu d,d p—s 
Перемножая всЪ orm уравненїя между, собою, находимъ 
(x; +V 4) (x+ V 4) (2, ү 4) Pott ХАВ у V A) (Sisi VA) X 
(a —V 4) (z,—V A) (e,—V 4). (в, —V 4) (e, (У 4) = 
(— 1) "d, d,’ ας”. P Tue d, 
Ho перемножая между собою выраженїя 
ᾱ, ἜγΑ,.α, 3- y A, и, EY οτι ο «Να. 
мы находимъ произведенїе такого вида X, =Y, V A, rab X, u Y, 
числа цЪфлыя. 
Bc.rbacrBie этого предыдущее уравненіе приводится къ 
такому 
(А Y,V A) (X,, к Y,V 4) =" (— 1) au. d. h. 
Полагая же зд%сь d,d,....d, | Z,, и замфчая, что 
d, — 1, мы находимъ 
(х, Y, V/A) (X, — Y, V 4) = (— 0"Z,8,. 
Такое уравненіе мы найдемь для всякаго значенія n. Ab- 
лая здёсь n— 0, n = 8, п== у,..... ‚ мы будемъ uwbTb 
(X, + YV 4) (X, — YV 4) = (— 1)“Z*,d,, 
(Xs + Үзу) (Хв — YK 4) = == (— 2 уч 
(X, + Y,V A) (X, — Y,V A) = = (— 1) Z^ d, 


зоо оо ................................................................. 


п эти уравнешя по перемножени дадутъ 
(X, + YaV 4) (N+ ЗУ A) (X, + YV A)... x 
(X, — YV A) (X; Y, V 4) (X, αμ... 
(η GT SEP A ανα, 
Ho перемножая между собою выраженїя 
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X, = ҮМА, NU Y; V 4, х, + E HV 4... nur 
мы находимь произведеніе такого вида X + Үү A, τας X, Y 
числа цфлыя. Въ cabacrbie чего предыдущее уравненіе приво- 
дится къ такому , 
(X+ YV 4) (Х— YV A)— (— 1) PHZ *Z *C?.....d did, .., 
а это по разскрытш скобокъ даетъ 
X? — Y'A = (— 1) t^e 2 ZG Z -d ара, 

или Ж? —— (— (“та djd,.....(Z,, 2.2... == ЛҮ, 

Откуда видимъ, что Форма 

x? — ау? 

при а = (— 1) z" 7 будеть выражать число 
кратное 4, если а: примемъ равнымъ Х, п у равнымъ 7,7,7, 
что и слБдовало доказать. 


yt 


Ha основанш этой теоремы, опредфливши числа 
dU dy... 

мы найдемъ множество Формъ вида 2” - ау”, которыя будутъ 
способны выразить кратныя 4. 

Въ этихъ Формахъ а опредФляется произведеніемъ какихъ- 
либо изъ чиселъ 

фан. 

п между разлачными сочеташями этихъ чиселъ мы выберемъ 
такія, которыхъ бы произведеше привелось къ точному квад- 
рату съ незначительнымъ множителемъ. Принимая такія npo- 
изведенія для опредфлешя а въ ΦΟΡΝΤ а? # ау?, и выкидывая 
изъ состава а точные квадраты по $ ^6, мы получимъ Формы 
съ незначительными коэФФиціентами, и эти то Формы, на OC- 
новани сказаннаго нами, послужатъ для опредфленія abante- 
лей A (*. Если бы мы не нашли такимъ образомъ достаточнаго 
числа различныхъ Формъ; то мы бы стали по предыдущей Teo- 
рем искать Формы, выражающія кратныя 24, 34, %4,......: 


(ж) Въ этихъ Формахъ не булетъ заключаться числа 4,,4,,4......, входя- 
щія въ составъ «; но они могутъ XbaHTb A4; ц мы ихъ должны предвари- 
тельно испытать. 
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и между ними выбрали бы удобныя для опредфлешя д®лптелей 4. 

Для примфра возьмемъ число 8520191. Не останавливаясь 
на Формахъ, которыя могли бы быть открыты непосредственно 
для выраженія 8520191 mam кратнаго 8590194, мы будемъ 
искать ихъ на основанш предыдущей теоремы. Для этого мы 
опредфлимъ числа 

d, d,, 4., d,....... 
по уравненїямъ 
d, = 1, d, = 8520191 — (Еу8520191)?, 
V 8520101 —4d, , d. —d,E жиы. тиин sad 
V 8520191 --ἆᾱ, ,. 

Изъ этихъ уравненй находимъ 

d,—1,. |4, = 13143, |4, = 1169,|d,, —593, |d,, = 1210. 


. d,— 5467, d, = 2630, | d, — 4593, d,,— 2855, |... ....... 
d,—370, | d, = 3185, | do = 242, |d,,—2965, .......... 
4,—=4319, d, = 203, |d,, — 1855 |d,,—9J74, Ι.........-. 


Разлагая здфсь числа на простые множители, что He пред- 
ставляетъ большой трудности (*), получаемъ 
d, == 1, d = 13.101, | d, = 7.187, | d, == 593, 
d, = 1.11.71, |а, = 2.5.263, | d, = ¥523, | d,, = 2.1427, 
4, = 2.5.31, |d, — 5.7*,13, | d.; — 2.11", | d, = 5.593, 
GS ТТТ, "T1085 — 199, d,, = 5.7.53, | d,, = 7.53, 
d == 9,5.11*. 
Разсматривая составъ чисель dy d,, d,,........... ,d,, мы 3a- 
мъфчаемъ, чте числа 
des а, d, d,, de d, d, d, d, 1, d, d, dio d, 
no исключенш изъ состава пхъ точныхъ квадратовъ приво- 
дятся къ незначительнымъ числамъ. 
Поэтому на основанш доказанной нами теоремы для опре- 
д%ленїя дЪфлителей разсматриваемаго нами числа 8520191, npu- 
нимаемъ Формы вида X? — αγ”, rab а имфетъ такія значенія 


(°) При этомъ можно съ выгодою пользоваться таблицами Bera, въ KOTO- 
рыхъ находимъ для всЪхъ ‘чиселъ меньшихъ 102000 разложеше на простые 


множители. 


WWW.rcin.org.pl 


— 189 — 


а = (— 1), = 5.7*.13, 

а = (— 1)"d,, = 2.11?, 

а == (— 1)"d,, = 2.5.11°, 

απ (— t) tdid e 935 443 

qu (= 1)*1**!td g. d, —5* 9.439417, 

а = (— 1)*t*q 8] —2*.5*.37.11^, 

а = (— | н q q d,;—49.1015X719*41*; 

Исключая въ этихъ величинахъ а вс%множителп, составля- 
ющіе точные квадраты, находимъ для d слфдующя величины 

5.13, 2,:2.5,:5, 435.39; 104. 

Откуда видимъ, что дЪлители 8520191, должны mwbrb видъ 

дфлителей каждой изъ Формъ 
æ? س‎ 5.13y?, а? — ду%, σα). 9,5у?, а? — 5y? x? — 13y*, 
æ? — 13у?, αἳ — 37у, ах 101у?. 

На этомъ основанш мы и будемъ искать дфлителей 8590191. 

Для этого no таблацамъ линейныхъ дЪфлителей, мы зам%- 
чаемъ, что дълители a? — 5.13у? суть 
26024-1, 7, 9, 99, 33, 37, ΝΤ. 19, 51, 57, 61, 63, 67, 69, 73, 

79, 81, 83, 93,-97, 101, 121, 123, 129, 131, 137, 139, 
159, 163. 167, 177, 179, 181, 187, 191, 193, 197, 199, 
203, 209, 211, 213, 223, 227, 231, 251, 253, 259. 

Ho изъ нихъ дфлителями æ? — 5у? могутъ быть только T$, 
которые при д%ленїп на 20 даютъ остатки равные 1, 9, 11, 19; 
ибо для дфлителей z^ — 5y? находимъ 

902 + 1, 9, 11, 19. 

Выкидывая изъ предыдущихъ ΦΟΡΝΤ BCE, которыя не 4a- 
ютъ въ остаткв 1, 9, 11, 19, мы находимъ, что дБлителями 
а? — 5.13y* и а? — 5y? вмст могутъ быть числа вида 

260>- .1, 9, 997 № δι, 6 ο 79, δι, 
101, 121, 129, 131, 139, 159, 179, 181, 191, 
199, 209, 211, 231, 251, 259. 

Ho изъ этихъ чиселъ могутъ быть д%лителями Формы 
а? — у? только Tb, которыя вида 8z +1 или 82 + 7, и 
caba. при дфленш на 8 даютъ въ ocrarkb 1 пли 7. Чтобы 
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вывести изъ найденныхъ нами Формъ л%лптелей 22 — 5 13у? и 
i s 5y? такія, которыя бы давали одни числа вида 8z + 1 и 
8z + 7, мы преобразуемъ ΠΧ» такъ, чтобы коефФиціептъ при 
переменномъ = былъ кратнымъ 8. Для этого мы замфчаемъ, что 
Ζ будетъ пли вида Зи, или вида Зи + 1. Внося эти величины 
въ найденныя нами Формы дЪлителей 22 — 15у? п а? — 5у?, 
мы ихъ представимъ такъ 
520и + 1,9,29, 49, 51, 61, 69, 79, 81, 101, 

121, 129, 131, 139, 159, 179, 181, 

191, 199, 209, 211, 231, 251, 259, 

261, 269, 289,. 309, 311, 321, 329, 

339, Зм, 361, 381, 389, 391, 399, 

419, №39, ΜΗ, 551, №59, ^69, HU, 

№91, 511, 519. 

Выкидывая зд®%сь Tb Формы, которыя при д%ленїп на 8 да- 
ютъ остатки, отличные отъ Í и 7, находимъ, что обшіе ab- 
лители Формъ 2? — 5 13у?, a? — 5у?, а? — Әу? должны быть 
вида 

520и + 1, 9, ^9, 79, 81, 194, 129, 159, 191, 199, 

209, 231, 289, 311, 321, 329, 361, 
391, 399, ^39, 441, 471, 511, 519. 

Y mace остается eme для опредфлешя д%лптелей «nesa 
8520191 четыре жм 

«а? — 2.5y?, а? — 43y?, а? — 37у?, m a YO. 

Изъ nux» первыя дв ΠΜΊΙΟΤΡ дфлителями Bch числа, Ab- 
лящія z^ — 5 13y*, x? — 5y?, x^ — 2у*, Bb чемъ не трудно 
убфлиться, замфтивъ, что дфламость c,^—5.13y,", а„®— 5у,?, 
x — 2y, на үр предполагаетъ | 

а, == Xe ; 4Ξ ΟΥ. y p enn ΠΗ (мод, р); 
откуда слфлуетъ а?,а:2,==5°.13у,2у,?, a? „ж ?==2.5y,*y ,* (00. p), 
m CABAOB. дЪлимость Формъ 2° — 13у? и x? — 2.5y° na p. Что 
же касается до Формъ | 

а? — 37y2, a? — 101y*; 
TO опредфляя ux» дфлителей и выкидывая изъ Формъ 


WWW.rcin.org.pl 


5 
“ἫΝ -ᾱ 


590 u= 1, 9, ^9, 79, 81, 121, 129, 159, 191, 199, 
209, 231, 289, 311, 321, 329, 361, 391, 
399, 439, 441, 71. 511, 519. 

Tb, которыя He согласны съ ихъ видомъ, мы ограничили бы 
еще orbe числа, между которыми должны, искать. д®лителей 
8520191. Для этого мы найденныя Формы должны преобра- 
зовать такъ, чтобы коеффищентъ при перемфниномъ и былъ 
кратнымъ №.37 m %.101. Посл% чего дфлешемъ этихъ Формъ 
на № 37 m %. 101 мы узнаемъ, которыя изъ нихъ подходятъ 
πολ» Формы дфлителей z^ — 31y?, x? — 101γ”, Но при этомъ 
мы получимь чрезвычайно много линейныхъ Формъ для опре- 
Abaenia дфлителей 8520131. Поэтому, не пользуясь пока Фор- 
мами а — ЗТу?, 22 — 10 1y? для опредфлешя дълителей 8520191, 
мы остановимся на найденныхъ нами линейных дфлителяхъ 06- 
‚ щихъ Формамъ αὐ — 5 13у?, а? — 5y’, а? — 2y?, и no намъ 
опред%лимъ Bch простыя числа менышя У 8520191. 

Эти числа суть 

79 521 719| 919 1234 |1511 1889 | 2129 | 2521 | 2791. 

191 569 751 991 1259 1559 1951 2161 9551 

199 | 599 809 1031 1361 1609 1999 | 2239 | 2591 | 


311 601 881 1039 1139 1759 2081 2311 2609 | 
„39 6м 911 1019 1481 1871 20892441 |2729 | 


Между этими-то числами мы должны искать наименьшаго 
дфлителя 8520191. Но по значительному количеству ихъ это 
было бы довольно продолжительно. Д я этого мы предвари- 
тельно исключимъ изъ нихъ Tb, которыя He могутъ быть Ab- 
лптелями квадратичныхъ Формъ c^ 37y, а? — 101γ’, Для 
этого мы замфчаемь изъ таблицъ, что дфаители x? — 37y? 
при дфленш на 1%8 должны давать остатки 

1, 3, 7, 9, 11, 21, 25, 27, 33, 
hM, V7, 19, 53, 63, 65, 67, ΤΙ, 
73, 75, ТТ, 81, 83, 85, 95, 99, 
101, 107, 115, 121, 123, 127, 
137, 139, 151, 145, 147. 
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Ho между найденными нами простыми числами этому yC- 


ловію удовлетворяютъ только только числа 


521| 759 | 1219 | 2081 
599 | 881 1139 1 
601 | 1039 | 1^81 | 2591 
* 61 11019 1951 | 2729 


719 |1231 1999 2791. 


Такимъ же образомъ находимъ, что изъ этихъ чиселъ Ab- 


лителями 2” — 101y2 могутъ быть только 


521, 601, 1231, 1219, 1999, 2441, 2799, 


Пробуя дфлать на эти числа 8520191, замфчаемъ, что они 
его He дфлятъ; откуда заключаетъ, что 8520191 число простое. 
Такимъ образомъ, на основан теорш дфлителей квадра- 
тичныхъ Формъ, мы можемъ изслдовать составъ всякаго чи- 


сла, опред®ливши рядъ чиселъ 


d,, d,, d 


od day 


по уравнешямъ: d, == 1, d, — 4 —(EV 4). a 


V 4 —d 


n-i 


E = d. pti- — d, d, ERE 
d 


nmo 
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ПРИБАВЛЕНИЯ. 
I. 


О КВАДРАТИЧНЫХЪ ВЫЧЕТАХЪ. 


Въ ТҮ-й главз мы видфли, какъ опредфляется величина 

а LÀ 
символа (5) п черезъ это узнаемъ, имфетъ ли сравнеше 2? == а 
(мод. p) p'ámenie пли п%тъ. Но этотъ способъ опредъленія Be- 


zw 
личины (5) можетъ быть значительно упрощенъ; можно опре- 


i a 
AINTE значеше (5), не разлагая HH а, ни лругихъ чиселъ на 


простые множители. Такое упрощеше особенно важно при a 
болыномъ; въ этомъ случа$ разложеше а на простые множи- 
тели бываетъ очень трудно, и требуетъ гораздо 60186 време- 


ни, ч®мъ самое опред%леніе (5) по способу, который мы Te- 
перь покажемъ. 
Слфдуя Лежандру, мы изображаемъ символомъ (=), при р 


простомъ, нечетномъ, недфлящемъ а, единицу съ тъмъ изъ двухъ 
знаковъ, съ которымъ ова удовлетворяетъ сравненію 
Р—1 
: a ? = + 1 (мод. p). 
Согласимся же теперь съ Якоби изображать произведеше Ta- 


а а GM a ^ 
КИХЪ CHMBOJOB'b (= > (5), (2), ...... СИМВОЛОМЪ (сезу 
Ра Pa Pa Рарз ΤΩ 
13 
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. а 
Допустивши такое знакоположеніе, мы въ величин®% символа (5) 
при М нечетномъ, простомъ съ а, будемъ шмЪть произведеше 


а а а 
символовъ (2), (5): C) s rab а, 0, у,....... суть npo- 


стые множители, составляюще №. Въ случа® N простаго этотъ 
символъ будетъ тожжественъ символу Лежандра, и mw» опре- 
длится возможность пли невозможность сравнения 22 = а (мод. №). 


1 
Докажемъ же теперь, что символъ (5) будетъ удовлетво- 
рять вс%мъ тъмъ уравненіямъ, которыя служили намъ для опре- 
дфлевія величины символа (S ) при р простомъ. 
HH 
He трудно Те что (= SN равно (S) (Se 
Въ самомъ abab, если 


Пло Ц, 
κας 6, 9, y ao aperia числа; TO 


3-0 -- 
еу) (5) 3 
ع‎ (9) 


919 Φ e 9 9 @ 9 Φ Ми 9» * ө 


‚ч ид эти уравненія, находимъ 


ESEE -OOOO 


что πο принятому нами знакоположен1ю представится такъ 


(буе (быз (κ 


Замфчая же, что здЪсь с Û 7 ........ равно №, найдемъ 


25 (> 


что и хотфли доказать. Ha ‘основанш этого мы заключаемъ, что 


9=. 


H сл. 
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ee ο 


. a 
Ha этомъ основаніп мы можемъ въ спмвол% G) выкиды- 
вать изъ состава а точные квадраты. 
Также не трудно доказать, что при а сравнимомъ съ а’ 


MS а’ 
по модулю JV значеніе o равно ($) Въ самомъ дЪлЪ, если a 


и а сравнимы по модулю N m N = с®у......‚ το а п а срав- 
нимы HO модулямъ с, 6, y,....., п CATA. 


(7G 6)=6), G): 


Перемножая эти уравненія между собою, найдемъ 


ОООО) 6 


Ho с 8 y ..... = №, слфдовательно 


= 


. a 
На основанш этого мы можемъ BD CHMB04 N число а за- 


м®нпть остаткомъ отъ дфлешя а на №, пли обсолютно малымъ 
вычетомъ а по модулю М. 


E . a > 
Значенія ( > )при а = 1 n a = — 1 опред%лятся также какъ 


значенія (=) при р простомъ уравнешями 


N—1 
ο... 


Въ самомъ дфлЪ, если N = o [8 y......, TAB a, B, у,...... простыя 


ae m DEC 6) oes —1, 


&—4 | p—1., y—1 


ποσο ο μπα 


N—1 Q......— 1 
Ho — = а что можетъ быть представлено такъ 


* 
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(@ ^ a- 1) QR) CONO τα TT 


а это за псключеніемъ членовъ, аав множителемъ 2, 
приводится къ 


2 2 
P | 1 —1 
Въ сл®дствїе этого предыдущее выраженіе (η) приводится 


къ такому 
—1 


irn. 
()-C 9? 
Ha основанїп этого m уравнепїя (eG) (5 значенїе 


— (n 
سے‎ ВЫ зитея такъ 
( F) pt 


N—1 
— а EE γω ἘΜΉΝ 9 : 
| G)-G)C9 
Переходимъ теперь къ уравненїю, связывающему значенїя 


а Ν А 
(=), Ө? Это уравненіе подобно тому, которое мы нашли 


а : 
для символа (5) при а, р простыхъ, и назвали законъ взапм- 


ности двухъ простыхъ чиселъ. Пусть будетъ N= о [5 у 
ΠΟ у... PNE X, В УУ» подобно а, Û, у,...... про- 
стыя числа. По закону взаимности простыхъ чиселъ находимъ 
"m E «—%. 2—4 — à —1 68—40 —4 
GIO CAE € (= ος но’ F 
y—1 ‹ - 1 


(= (2 ‚) —90 т Tti αν 


Перемножая же эти уравненїя между собою, получаемъ 


DEORE 
(399 GU С) 
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A — 
а —1 β-- 1 


αμα C 


Ho произведеше о (8 у........ равно N; значеше же Е 


В = Ж. 4 N— 
“ы -ᾱ- ο. °°, KAKD зам®тилп, разнится съ 


1 
числомъ 


чегпымъ ; всафдстые этого предыдущее уравнеше приводится 
къ такому 
@ —4N—1 


р-не" "т 


Подобнымъ образомъ находимъ 


Перемножая вс эти уравненія между собою, получаемъ 


G SG- = (GG). A 1 9) 


. что подобно предыдущему приводится къ 
N—1a—1 


αγ (Ж χὰ dio Χν 
(= (2) 70 ; 
HO « 8 у ...... = a. 

Haw» остается теперь показать уравнеше, опредфляющее 
знгченіе (X) при а = 2. Это уравнеше, на оєнованїп выве- 
дезныхъ нами, можетъ быть опредфлено очень просто неза- 

. 9 
висимо отъ уравнешя, выражающаго величину (2) при p npo- 
стомъ. 


Для этого мы замфчаемъ, что уравненіе 
N—1a—1 


Qi OE 


при а = 2n — 1, N= 2n -- 1 даетъ 
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9n — 1 d e ЕЕ ic 1)" — 1), 


9n -ᾱ- 1 Әп — 1 


откуда слБдуетъ 


— = 9n + 1 
7 Min —1 


Эл 4-1 


Ho по доказанному нами 


= το کک‎ )= "J! 
ts DL 9n + 1 (gi (s 
9n -ι- 1 Mr) ) 
эт) = C 9n —1 А Mm — 4 


Въ слдствіе этого предыдущее уравнеше даетъ 


d 


NL 
Д?Ълая эд®сь == 2, 3,... 


1 А 
и перемножая уравпенія при 


этомъ получаемыя, находимъ 
— 1 


N 
(АЕ шун еа 


2 š . 
Ho (3) равно — 1; вслдствіе этого предыдущее уравнеше 


даетъ 
N—1 


152-53... — — 
(5) "pe к 


что приводится къ такому — 
—1 


κας Nr Der 


Ha основаніп выведенныхъ нами уравненїй, мы можемъ съ 
выгодою ввестп спмволъ (x). съ М составномъ, для опредф- 
лешя значеній Ө, при р простомъ. Для этого мы будемъ по- 
ступать при опредфленш (=) такимъ образомъ: 

Если а больше р; то спмволъ E замфняемь символомъ 
CT rab г остатокъ отъ д®%ленїя а на p (вмфсто остатка отъ 


дфлешя а на р мы можемъ взять за г обсолютно малый Bbl- 
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четъ а по модулю p); если г число четное; TO разлагаемъ его 
Ha произведеше степени 2 m числа нечетнаго; чрезъ это зна- 


А ; a 
чеше E) представится пропзведешемъ CHMBOJOB'b 43 H G) 


E 2 ° 
Символы (5) будучи въ четномъ числ дадутъ произведеше 


равное 1; въ противномъ случа мы ero найдемъ по уравненію 
№2 — 1 | E 
А mde. 
(x) = (—1) ° . Обращаемся къ символу (5) rab r'«p 


п r' число нечетное. По м нами уравнению 
—1а—1 


(х)= (Qoo Bon 


^—4 p—1 


#=@ с» +. 


а 
Потомъ поступаемъ съ (5) какъ поступали съ E и умень- 


найдемъ 


шая такимъ образомъ послфдовательно числа, входящія въ этотъ 
символъ, дойдемъ до символовъ, которыхъ значешя найдутся 


на основаши уравненій 
N—4 № —1 


G)- 5.6 SÉ a ( (6) =(-0 ° -> 


При этомъ мы будемъ выкидывать въ символ® (< ) мно- 


жителей а п N, составлающихъ точные квадраты, когда такіе 
множители легко обнаруживаются. 
Для прим®ра возьмемъ символъ 


884257967 
9147483247 /` 


За%сь верхнее число меньше нижняго и притомъ нечет- 


ное; поэтому на основанш уравненїя 
У —1а—1 


(Seco vae 


BbIBOAUMT 
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884957967 i 2147482647). 
9147483647 ‚ N 834957967 
Потомъ abia 2117183617 на 88%257967 п находя въ 
остатк® 378967713, заключаемъ, что 


21 арте.) = (сезт 8967713 
88425796 884957967 /` 


Но опять Ha основанш того же уравненїя 


N—1a—1 
a UTE N 2 9 
с ы (2-5 
находимъ 
зони __ (88495796 
884251967/ Γ᾿ emu) 


А такъ какъ остатокъ отъ дфлешя 8854257967 на 378967713 
есть 126322541; то 


(зови) = Є 26322341 


378967713 378967713 /` 


Нродолжая такимъ образомъ, выводимъ 
(E= уре ( M ooh 
378967713 (I — \ 4968925417? 
(επ) РР (сези) (ези) "2 (еви) 


(сези) τ (masa) (moma) 
№ 4 


Ho величина (олу, по уравнению (5)= (—1) 5 


есть 1; cafa. 


er. ева = ALME )- Iran) — 5-1 
1365325 126323541 Є E ἐπα G ced... 


984257967 


9147483647 b — 1. 


Итакъ величина ( 


Если бы мы стали опредфлять значеніе этого символа по 
способу Лежандра, изложенному нами въ ІҮ глав, мы должны 
бы были, приступая къ этому опредъленію, разложить число 
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881257967 на простые множители, что представляетъ большія 
трудности. 
Принятое нами знакоположеше для означешя произведеня 


символовъ Еа" E =) s ‚.... H Bb CAÉACTBie того данное 


нами значене символу (5) при Ν составномъ, MORETE быть 


также съ пользою употреблено въ теорш д%лителей квадратич- 
ной Формы a? + ау?. Такъ если Форма x? — iay?, rab i = + 1 
mwberb дфлителемъь число М, и М есть произведеше простыхъ 


ia ia ia 
„чиселъ e TO (2) = (7) = 1, (5) = Тм откуда 
ia ia 
сл®дуетъ, что (= ΚΣ DË 2 == 1, и cara. по нашему знакопо- 
ложепію 
ia 


—)- 1. 


N 


ᾠῶ-. 


i i iN? 
Умножая это уравнеше на (3) и замфчая что (F) = М 


a ῃ 

OLIO 
Предполагая же а числомъ нечетнымъ, по доказанному нами 
имфемъ 


Откуда выходитъ 


находимъ 


А 
GR - 0 t5. 


Это уравненїе mwberb съ предыдущимъ даетъ 
a—1 N—1 


Q-Gc»* *. 
Отсюда для i = 1, a = lyn + 1 выводимъ (= 1; для i= 1, 


N—1 
а = yn + 3 вызодимъ (2)=(- 0 2 ; мя = — 1, 
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ἣ N—1 
a—n--1 выводимъ (с)=(—ч) 3 ; дая ἕξ-- i, а=—%п--3 
BbIBOAUM'b () == 1 


Bor» уравнешя, которымъ должны удовлетворять дфлители 
Формы а? È αγ’; въ нихъ, какъ частный случай, заключаются 
уравненія, которыя въ УП-й глав мы нашли для опред%ленія 
дфлителей a” + ау? при a простомъ нечетномъ. 
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ОБЪ ОПРЕДЪЛЕНІИ ПЕРВООБРАЗНЫХЪ КОРНЕЙ. 


Въ ҮІ-й глав мы показали два способа опредфлять перво- 
образные корни простыхъ чиселъ. Оба эти способа для чиселъ 
большихъ приводятся къ огромнымъ выкладкамъ. Теперь мы 
докажемь н®сколько теоремъ, на основанш которыхъ можно 
для многихъ чиселъ по виду ихъ узнать ихъ первообразный ко- 
рень. | 


ТЕОРЕМА. 


Первообразный корень числа 2?" 1 есть 3. 

Доказательство. Если р == 2" -+ 1; то въ составъ р — 1 
входить только простое число 2; а потому (см. ^8 теорему) 
число а будетъ первообразный корень 2°” 1, если сравнеше 
а? == а (мод. 2" -+ 1) ne пметъ рЪшешя. Докажемъ же теперь, 
что это сравненіе не пм%етъ ршешя при а==3. Для этого 


3 š 
MbI зам%чаемъ, что (i) по закону B3aHMHOCTH чиселъ, равно 


9?n ү 1 EN | . 
—3  ) а это равно (^): ибо возводя члены сравненїя 


4 == 1 (мод. З) въ степень n находимъ №" == 1 (мод. 3); откуда 
ясно, что — 1 по модулю З сравнимо съ % + 1, nau 2?^4- 1. 


Но С) = — 1. Caba. аға а) = == — 1; а потому сравнеше 
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x?’ == 3 (мод. 2*"-н 1) не имфетъ р®шенїя, u З есть uepsoo6paa- 
ный корень числа 27" -+ f. 

Ha основанш этой теоремы мы заключаемъ, что 3 есть пер- 
вообразный корень 5, 17, 257, 65537. 


ТЕОРЕМА. 


Первообразный корень числа 2(%п-- 1)-—1 при kn 4 1 
простом есть 2, а числа 2(%®ъп--1)ч-—1 при жп 4 З npo- 
стомв есть 2(4n + 3) — 1. 

Доказательство. Если p = 2(%п + 1) + 1 n hn -н 1 число 
простое, большее 1; то въ составъ р — 1 входятъ два простыя 
числа: 2, n + 1; поэтому (см. 18 теор.) число а будетъ nep- 
вообразный корень числа 2(%л + 1)- 1, ecam сравненія 

а? == а, Li! == а(мод. 2) -- 1) + 1) 
ue имфютъ рфшеня. Докажемъ же теперь, что эти сравненія не 
имфютъ ръшенія при а = 2. Невозможность перваго очевидна; 
оно приводится къ ; 
а? == 2(мод. 8n — 3) 


а по 32-й теорем®% (сз 5) есть — 1. 


Что-же касается до втораго, оно будетъ 


а“ == (мод. 8n —+ 3); 
откуда, возводя 06% части сравнешя въ квадратъ, находимъ 
ges" — h (мод. δη — 3). 
Этому сравненію ue удовлетворяютъ числа кратныя Bn- 3, 
а при 2 недфлящимся на δη --- З по теорем Фермата будетъ 
gs” == 1 (мод. δη — ὃ) 
Въ сафдстве чего предыдущее сравненіе приводится къ Ta- 
кому 
1 = % (мод. δη — 3), 
или 
3 zx 0 (мод. δη + 3). 
Это сравненіе могло бы им%ть wbcTO только при n= 0; 
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но случай п==0, m cuba. n 1 == 1 мы исключаемъ. Итакъ 
оба сравненїя 

а = а, а*"*! == a (мод. 2 (n + 1) + 1) 
при а —2, n> 0 не имфютъ přmenia, и c.rba. первообраз- 
ный корень 2(hn-i- 1) + 1 въ сдфланныхъ нами предположе- 
ніяхъ есть 2. 

Переходимъ теперь къ р = 2 (n + 3) +— 1. Въ этомъ cay- 
чав р — Í будетъ заключать простыя числа 2 и fn ~ 3, πα 
будетъ первообразный корень 2(/n-i- З) +1, если сравненія 

a? == а, x == а (мод. 2 (n — 3) + 1) 
не имфютъ рфшешя. Докажемъ же, что это случается для 
a = 2(3n + 3) — 1. Первое сравненіе приводится къ 
а^ == 8n — 5 (мод. δη + 7), 
п оно не имфеть рфшенй; пбо 
8n 5 8n--5 —8n — 7 
(ат) = == 8п —+ 7 -)= (225) = кынк}, 
Второе будетъ 
g1 = 8n 4 5 (мод. 8n + 7), 

пли gets = — 2 (мод. 8n + 7). 

Возводя 0бЪ части этого сравненія въ квадратъ и замфчая, 
что по теоремф Фермата e°” ==1 (мод. δη 4~ 7), находимъ 
== I (мод. δη 4 7) 

что невозможно. Итакъ оба cpapnenia 

а? =a, x+ == а (мод. 2 (kn — 3) -- 1) 
при а = 2 (rn -+ 3) — 1 ne имфютъ решенія, и cba. 2 (^n-3)—1 
есть первообраззый корень числа 2 n + 3) ~ f. 

На основані этой теоремы мы заключаемъ, что 2 есть nep- 
вообразный kopea» 11, 59, 83, 107, 123, a 7 имъетъ перво- 
образнымъ корнемъ 5; 23 имфетъ первообразнымъ корнемъ 21; 
47 mwber» первсобразнымъ корнемъ %5 и T. д. 


ТЕОРЕМА. 


Первообразньй корень N-1- 1, при № npocmoms и боль- 
шем 2, есть 2. - 
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Доказательство. Если p = ^N ~ 1, u Nnpocroe, большее 
2; ro p — 1 заключаетъ два простыхъ числа: 2 m N; поэто- 
му а будетъ первообразнымъ корнемъ ^N- 1, если сравнешя 
"= а, a —a (мод. М 1) 
не имфютъ решенія. Докажемъ же, что это случается при 
а = 2. При а = 2 первое сравненіе будетъ 
а == 2 (мод. 4N = 1). 


Но М печетное число; carba. вида 2n ~ 1, а потому ΚΝ +- 1 
== δη 4~ 5, въ этомъ же случа по 32-й теорем 


αὐ-ὴ---- 


x’ == 2 (мод. ἘΝ — 1) 


ue имфетъ рфшешя. Чтоже касается до втораго, оно приводит- 


и cafa. сравнеше 


ся къ 
2 == 2 (мод. tN -н 1). 
Возведя 0бЪ части этого сравнешя въ четвертую степень 
и замфтивъ, что по теорем Фермата a 1 (мод. У = 1), 
находимъ 


1 = 16 (жод. tN - 1). 
пли 
3.5 = 0 (мод. tN 1). - 


Ho это сравненїе невозможно; móo оно предполагаетъ 3 
пли 5 д%лящимся на простое число 4N ~ 1, rab N > 2. Carba. 
оба сравненїя 

Ν 
а? =a, 2 = a (мод. +N + 1) 
при а= 2 не ипм%ютъ phmenia, а потому 2 есть первооб- 


разный корень числа №У-н f. 


Tags числа 13, 29, 53, 149, 173, 269, 293, 317...... бу- 
дутъ ΠΜΈΤΡ первообразнымъ корнемъ 2. 
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ТЕОРЕМА. 
gm 


Число \.2”М -- 1, при N προοπιολό npesocxodawens i37: 


m > 0, будет имъть первообразнымь KOPHEMS 3. 
Доказательство. Если р = ^.2"7, N -À- 1 и М простое; το 

p — 1 заключаетъ только два простыхъ числа: 2 Ἢ М. Въ этомъ 

случа% а будетъ первообразнымъ корнемъ числа р, если сравненія 


а= а, а —a (мод. №.2” = 1) 


не пмфютъ р®шенія. Посмотримъ же могутъ am они имфть p$- 


menie при а — 3, когда №, по положенію, число простое, бо- 
om 


Abe τοπ И слБд. болфе З п на З не длится. Въ этомъ слу- 
ча М будетъ пли вида 3n 1 пли Зп — 1. Carba. будетъ 
N= + 1 (мод. 3). 
Ho ma» сравненія 2 = — 1 (мод. 3), возводя ero въ сте- 

пень т ~ 2, выводимъ 

2” + ? zx c { (мод. 3). 
Откуда слфдуетъ, что 

9" + 2N = Œ 1 (мод. 3) 
а потому %.2' № ~ 1 будетъ сравнимо по модулю З mam c» 0, 
пли съ 2. Первое не можетъ mnwbrb Micra; ибо оно предпо- 


логаетъ дфлимость простаго числа 1№.2”У-н 1 ua 3; во BTO- 


4.9? N 4-1 2 
pow» же случа% E) равно ( .سك(‎ Ho позакону 


взаимности двухъ простыхъ чиселъ имфемъ 


ἐξ ς $ күскү) = — 
(= js (15 τα Ὁ) αν (х= ө? үк 1 


что cati невозможность сравненїя 
а z 3 (мод. 9.2” N -н 1). 
Haws остается доказать, что сравненїе 
xN = 3 (мод. %.2" № ~ 1) 
въ сдфланныхъ нами предположеніяхъ не им%етъ р®шенїя. Для 


этого мы возводимъ 065 части ero въ степень №.2” и замЪчая, что 
по теореме Фермата 22.2” N — 1 (мод. h.2" N ~ 1), получаемъ 
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1 = 34.2” (мод. 8.2" N = 1); 
откуда слФдуетъ 
(32.2 + 1) (32.2" — 1) == 0 (мод. 5.2" N 4- 1), 
что предполагаетъ д%лимость одного изъ чиселъ 32.2" -+ 4, 


32.2" — 4 на ^.2"N -— 1, а это невозможно; ибо М по поло- 
т 


2 
женїю болфе ij m carba. ^.2"N 2-1 превосходитъ 92" ~ 1, 


пли 32-2" +1. 
Итакъ въ сд%ланныхъ нами предположенїяхъ оба сравненїя 
а= a, 2 == а (мод. 1.2” N + 1) 
при а = З неим%ютъ phmenis; cba. число h.2"N-1- 1 имфетъ 
. первообразнымъ корнемъ 3. 
Такъ числа 89, 173, 233, 317, 569, 809, 857 вида 8N + 1 
и 5009 вида 16\М-- 1 имфютъ первообразнымъ корнемъ 3. 
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III. 


© ОПРЕДЪЛЕНІИ ЧИСЛА ПРОСТЫХЪ ЧИСЕЛЪ, HE ПРЕВОСХОДЯ- 
щихъ ДАННОЙ ВЕЛИЧИНЫ. 


Мы вид%ли (Š 2), какъ могутъ быть опредълены ECB простыя 
числа отъ 1 до данпаго числа. Такимъ образомъ можно опредф- 
JITb, сколько простыхъ чиселъ меньшихъ даннаго предфла. Но 
кое опредфленме числа простыхъ чисель, меньшихъ даннаго 
шедфла, продставляетъ большія трудности, когда за предълъ 
munuwaewb большое число. Мы займемся теперь опредфлешемъ 
roro числа по приближенію, п покажемъ на основані этого 
решене нЪфкоторыхъ вопросовъ. 

Bo второмъ том  Teopim чисель Лежандръ предлагаетъ 
чормулу для приближеннаго опредфлешя числа простыхъ чи- 
слъ, меньшихъ даннаго числа. Свою Формулу Лежандръ пов%- 
ретъ таблицею простыхъ чиселъ отъ 10000 до 1000000, и 
ттомъ прилагаетъ ее къ ръшенію нъкоторыхъ вопросовъ Teo- 
ри чиселъ. Не смотря на видимое согласіе Формулы Лежандра 
с› таблицею простыхъ чиселъ, мы не можемъ не изъявить сом- 
mnia на счетъ строгости ея, m вслфдетые того не можемъ 
тизнать вфрными выводы, на ней основанные. Къ такому за- 
киочевію приводитъ насъ одна теорема относительно свойствъ 
аункціп, опредфляющей число простыхъ чиселъ, мёньшихъ дан- 
Mro числа, теорема, изъ которой могутъ быть выведены" MHO- 
ra любопытныя предложенія. 

14 
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Мы займемся теперь изложенїемъ этой теоремы, à потомъ 
покажемъ нъкоторыя изъ ея приложен. 

Теорема, которая будетъ предметомъ нашихъ изсл%дованій, 
заключается въ сл®дующемъ: 


1. ТЕОРЕМА. 


Если ф (x) означаеть число простых» чисель меньших» L, 
п какое либо число цтьлое, о количество > 0; mo въ суммњ 


х = ص‎ 
1 1 ουσ 


мы ο. имъть такую функціх, которая có приближе- 
niemo о къ 0, приближается къ копечно.му предњлу. 

Доказательство. Мы докажемъ сначала, что такое свой- 
ство принадлежать Функціямъ, получаемымъ черезъ дпФФерен- 
цированіе нъсколько pa3b выражен 


1 1 
E. ” logo — 2105 (1 — кен), 


Zlog (1— و‎ (+ Zu ο. 


πο о, предполагая зд%еь m везд® впослфдстви суммированіе no 
m разпространепнымъ на BCÈ числа отъ т = 2 до m= оо, 
суммированіе же по {£ распространеннымъ на оди простыя 
числа отъ 44— 2 до и = оо. ^ 

Начнемъ съ imo. He Toup убфдиться, что 


¿sa ах —= №— на ‚ Ге "анал, 


ο e*— 1 


[i-te itede а ным 
1 1 πο ف‎ πρ 


κ κάφε 
mt te ° 9 چ ووا س‎ 


а потому 


Изъ этого ypapnenia видно, что производная п порядка отъ 


1 Ë 
Σ — so. 0 будетъ выражаться дробью, у которой зна- 


ті +0 
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менателемъ будетъ [ / Fe аах] *, a числителемъ цфлая 
"Функція интеграловъ 


Γί---: e "ada, r S. — Та’ Іор, 


0 


ЕТ “а. . _ ВИА Е Pok Ше 
EMT E еа? log "rde, f "atd, 
Fe: 2° |ор да, farra log’ædx,.... fe 2° log"xda. 


Но такая дробь, будетъ лп n — 0 mam > 0, приближается 
къ конечному пред%лу съ приближенїемъ о къ 0; ибо предфлъ 


Ως 
интеграла / e “adu при o = 0 есть 1; интегралы же 
0 


f: s G — ze ada, P 3 (A — =) e “af logadz, 
L "Ga Moi i] e "a*log?zrdz,... ж 1) "а 1ов "аа, 
/ σα log ada, d e "a log*xdz,...... £: e ^a*log"rda 
0 0 


0 
при o — 0, очевидно, сохраняютъ конечную величину. 
И такъ съ приближеніемъ о къ 0 вс% ponen отъ 
4 1 
SSG: также какъ и Cama E Pu будутъ mwbrb 
предфломъ величину конечную. 


Обращаемся теперь къ eynrnin 


Изв%стно, что 


[(4 wem "m 


1 1 
=í ES σος gyp H pre KEN 5 


| ΝΑ выходитъ 


-— log (1 И Mar a log(1 — ж de — log (1— — περ) - 


— log ( 1 1 „РЕТ. 72 
А сл σε ερ , 


что по нашему знакоположенію напишетсл такъ 
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— = (1 — io) —leg ( t + En 
слБдовательно 
log ¢ — Xlog (1 — στ Ἐν) = log (12- X. pO 


a потому 


log o — 2Лор (1— zig) ==108[ 1 + 0 + (ža =) e | 


Изъ этого уравненїя видно, "TO производныя 


1 
log о — Z log (1— "ES 
HO о выразятся конечнымъ числомъ дробей, y которыхъ 3Ha- 
менателями будутъ цфлыя, положительныя степени 


1 
1+ ç +— ο --ᾱ- τὴν 
a числители будутъ цфлыя eyuknim количества о, выраженїя 


1 1 . 
arpe F Чройзводныхъ его по 0. Ho rakia дроби съ 


приближеніемъ о къ 0 —À къ конечному пред%лу; 
ибо выражене вне (X τ POM 2) составляющее знаме- 


нателей этихъ дробей, съ прпближеніемъ о къ 0 приближается 


1 1 
къ 1 (потому, что бәге? какъ доказали, при этомъ 


1 
остается конечною величиною); Функція же Σ᾿. IX A τρ Ἡ Προ- 


изводныя ея, входящія въ составъ числителей этахъ дробей, 
по доказанному нами, съ приближеніемъ ¢ къ 0 приближаются 
къ конечному пред%лу. 


Намъ остается теперь доказать это же относительно про- 
изводныхъ 


1 1 
Для этого мы замфчаемъ, что первая производная этой ФУункцш 
есть 


1 logu 
АЫ 
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По виду же этой ΦΥΗΚΗΙΗ ue трудно замфтить, что ея высшія 
производныя, выразятся конечнымъ числомъ членовъ вида 

m loge 

وا ای ا ی 

иі +0 ш? ds ers 
rib р, q,r, $, не < 0. Ho каждый изъ такихъ членовъ для о = 0 
п ¢ > 0 имфетъ конечную величину; ибо для о=0 m o> 0 
. 1 

Функція, состоящая подъ знакомъ Z, относительно = будетъ 


б»зконечно-малое порядка не ниже BTOparo. 
Уб%дившись такимъ образомъ, что производныя отъ выра- 
aeni 


1 1 1 
Хае p 1060 — Flog СЕХ; 


1 1 
> log (1 — ae) LN "ET 
сэ приближешемъ о къ 0 приблпжаютеся къ конечному Npe- 
дзлу, мы заключаемъ тоже и о выраженш 


d'| log (1 — -i XR rx d [leges (1 — ЕЕ 
- 7 cd Я 


1 
n= 1 E s. 
d (Σ-π-» 
dl кли EEG 


καοροο по выполненїи диФФеренцированія m сокращенія при- 


воштся къ слїдующему 
log", 5198" — im 
Ξ(Σ. Trp ті +0 
въ чемъ и заключается предложенная нами теорема; ибо, какъ 
не трудно замфтить, по нашему знакоположенію выраженіе 
log log" — т 
MX +0 — >—— An! + 


` 
токжественно выражению 


F [pe gla) چ‎ ]οτν 


Въ самомъ дыф, послфднее выраженіе есть разность двухь 
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E LL 
ilog”, T fog" — ax 


Σ > [ve--0 — (а JE αφ 2 ажр’ 
== 


αμ 
изъ которыхъ первое приводится къ E » a (сумм® значенїй 


ny 


log" » 
Fr 


» соотв®тствующихъ простымъ числамъ); ибо ф (2+ )nq (a), 
означая число простыхъ чисель, менышіхъ 2 Í ma, въ paz- 
ности ф (% 4- 1) —ф (x) даютъ 1, когда 2 число простое и 0, 
если 2 число составное; второе же перемфною х на т обра- 


log"—!m 
iil 7 


щается въ È 
Taks уб®ждаемся въ справедливости предложенной нами 
теоремы. 
Изъ доказанной нами теоремы можно вывести многія любо- 
пытпыя свойства Фхункцш, опредфляющей число простыхъ чи- 
сель, меньшихъ даннаго предфла. Для этого мы замфчаемъ, что 


+1 dr 


1 
разность σος — li -› при г большомъ, есть безконечно 


ρα 2 log z 


1 Р 
малое относительно — порядка перваго; а потому выражене 
g 


1 / 24-1 ду N log"x 
( log.x х $ xie 


1 
при 2 большемъ будетъ относительно — порядка 2 +0, п 
x 


caba. при о не < 0, сумма 


38 2-1 ἂν Тор" 
руне 


στ log x 


будетъ имЪфть значеше конечное. Складывая же эту сумму съ 
выражешемъ_ 
== Ф 
1087 х 
ος EL (22-1) —ф(а) — ws TFP 
о которомъ сейчасъ доказали теорему _ kj, на основаши ея 
заключаемъ, что значеніе 


n 1+1 log"z d 
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съ приближеніемъ о къ 0 приближается къ конечному пре- 
abay. А отсюда не трудно вывести слёлуюшую теорему: 


9, ТЕОРЕМА. 


Отв x =? до x = oo функція p(x), означающая число 
простыхљ чисель меньшихь L, АВ безконечное 


am 
число разь и неравенст (а Lue — d 
p равенству ф (x) > logs Togs И Неравен 
ству q (x) < y^ ر‎ + κακο бы c, оставаясь количе- 
2 


ством положительным5, ни было мало, а п нибыло велико. 

Доказательство. Мы ограничимся здесь доказательствомъ 
втораго неравенства, первое докажется подобнымъ образомъ. 
Для доказательства, что неравенству 


* d$ ec 
удовлетворяетъ безконечное множество чиселъ, допустимъ про- 
тивное, п посмотримъ къ чему приведетъ Hach это допущеніе. 
Допустивъ, что неравенству (1) удовлетворяетъ конечное число 
чиселъ, положимъ, что а есть цфлое число, превосходящее 
количество €" m наибольшее число, удовлетворяющее неравенству 


(1). Въ этомъ предположеніп- для г > а будетъ 


2) > fr 


log x 


Lou zu ‚ logo > n, 
и CATA. 
@ў fU UE, SAWS 
P ) 2 logx — log"x? logx 
Но въ этомъ случаЪ, какъ сейчасъ увидимъ, въ противность 
доказаннаго нами значеніе выражешя 


m ac pot eda @)— [7 5] Же 


будетъ ткы лий: Kb + оо съ приближенїемъ о къ 0. Въ 
самомъ bb, это выражеше мы можемъ разсматривать какъ 
пред®лъ 
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при $ = oo. Предполагая же $> а, это выраженіе мы можемъ 
ырлар, E какъ сумму ` 
+1 dz "об? 
C -— E [ve =+ 1) — g(x) — t ὃς 51 же: (3) 
называя черезъ C сумму 
μα» να dr 7 log”x 
A > [9 (x + )—9(9—J/. Беја 
которая, очевидно, Μετ конечное значеше при о = 0 m 
ç > 0. 
Далфе, по Формул® 


> COS —„) SUY νι ανα -Σ ? a (Us, —и,_,), 
a+ 


полагая 
ах _ log"x 
o= (e) — f μες» u, کس‎ 


выраженїе (3) преобразуемъ въ такое 


123-1 dx log"a a 5-1 dx 7105" 5 
б— |(ач-1)— f, [ορ үзе ҖЫ [s 8—1 e. [ο ro 


[ #®)— – 15 log =] κε. Eae 


а это, называя черезъ 0 количество > 0 m < f, можемъ Ha- 
писать такъ 


С жс er )— f е Lo 1)— £ Noe ZE 


2 
loe?(r — 
> [oS log es | кыр. πο 


Полагая же два первые члена этого выражешя равными Е, и за- 
мфчая по (2), что третій членъ >> 0, мы убфждаемся, что все 
это выраженіе 60186 


“у 


r= T 


х= πο 


e 
26А п log"(x — 6) 
Fr p(x) f 2105 z elt ~ leg(x-- 6) 6) J(x — 0)? +? 
Изъ тхъ же неравенствъ (2) видно, что здфсь πολ» 3Ha- 
комъ суммы, въ предфлахь суммировашя, Функція сохраняетъ 
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знакъ -+. ран въ предфлахъ суммировашя будетъ во 1-хъ) 


1 -—-0— e -p боле 1 — "iore ибо о> 0, х не < a+ 1, 
(x ---θ) 
0 <1; во 2) g(x) f ү; Εν --6οι $e ЖЕ gy Ибо (z) —f ies 


ат 
не меньше poz, по первому изъ неравенствъ (2), а по второму 


с α 
производная орла? которая есть орта (1— , боле 0, велд- 


p a 
Qx (2 — 6) 

log” hg log"(z — 6)" 

А потому предыдущее выражеше болфе 


стые чего 


а-у, : 
-- 9) п 10°" (х —8) 
F = 5; Mix — ο چ‎ o — $ 
x= اجه‎ log"(x—6) log a (x M. 0)? +9 
Но это no сокращенш приводится къ слфдующему 
x = 1 


F-=a(1 1 ^) € св 
ора =a 


что, очевидно, 60186 


х==$ 1 
F-e o (1 mi) - ta 
А это для $ = оо будетъ 
ЧЕ” 1 
F= a(1 ttd ЭР 
x-—a4-1 


πο помощію опредфленныхъ пнтеграловъ напишется такъ 
= — ax 


n ϱ οἵ-- ο 4 
Ра (1 ih JO tax 


— ada 


Ho это выражеше, очевидно, съ уменьшешемъ о приближается 


eoe —ax eo 
къ + OO; ибо | σε] Че = + оо, Í 6€ dass; а а πο 
0 "d 0 


: n : 
положению H 1 — x вслфдстые (2) суть количества положи- 
o 
тельныя. 
Уб%дившпсь такимъ образомъ, что въ сдфланномъ нами 
предположенш не только сумма 


w N +1 dx "log! x 
z pe) ga) s 


a Юя 
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HO и количество меньшее ero съ приближеніемъ о къ 0 npu- 
ближается Kb —- оо, мы заключаемъ о несправедливости его, 
что п слБдовало доказать. 

На основанш предыдущей теоремы легко доказать слфдующую: 


Ш. TEOPEMA. 


° x 
Выраженіе т log 2 при 2 = oo не можеть имњть npe- 


дъломв количество отличное отв — 1. 


» x 
Доказательство. Пусть будетъ L предълъ значенїя — a 
при 4 = oo. Въ этомъ предположенш мы всегда найдемъ число 


a “ > d 
N столь большое, что при 2 > М значеніе ο 108 © не бу- 
детъ выходить изъ пред%ловъ L — ё и [,-+е, какъ бы ἑ nu 


было мало. Слфд. для такихъ величинъ X, при € > 0, будетъ 


© ф(х) — log x > L— 7 log 2 < L +-............... (%) 


Ho по предыдущей теорем%, неравенства 
dx αα * dx αἱ 
φία) >J — log"? p(x) «f log x с log"x 
удовлетворяются при безконечномъ MHOxecTbb величинъ 2 и 
сл%д. при ΠΈΚΟΤΟΡΡΙΧῬ числахъ г >> N, для которыхъ им%Ъютъ 
wbcro неравенства (№). Но эти неравенства въ coeammenim съ 


послфдними даютъ 


—logx > L— ——‏ چ 
Ў E. Cie log?x "FE los x‏ 


откуда выходитъ 


— log = < 14-6; 


ax 


z — (loge — 0 (s ie tirti, 


f log x "Fs 
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lia» этихъ неравенствъ видно, что численная величина L= 1 
не превосходить численной величины одного изъ выраженй 


2 — (log 2 — а= bo) 


[uu log x F logs 


"es 


Ho количество € можетъ быть сдфлано, какъ замфтили, по 
произволу мало предположепіемъ Ν чрезвычайно бол, тоже 
случается при увеличиван 2 съ выраженіемъ 


| 1) ANS ax ) 
ien. м ER )( log x F Tog”x/ 

s dx αχ. ; 

ο log х * log^x 
πό» B'b пред®лБ ЭТИХЪ выражений ДЛЯ 2= OO πο ΠΒ b CTHbIM'b 
премамъ диФФеренцїальнаго исчичленія мы открываемъ 0. Уб%- 
дязь такимъ образомъ, что выраженіе 


— (log 2 — 1) νῷ, СӘ чч jog? 9 انو‎ 


ax Eg 
СӘ = log"x x 
опуедъляющее высшій предфлъ численной величины Ён 1, Mo- 
жегъ быть сдфлано по произволу малымъ, мы по способу npe- 
Дыовъ заключаемъ, что L + 1 =0, а потому L = — 1, что 
и :лБдовало доказать. 


“u x 
Доказанное нами относительно пред%ла значений ШУЫ, log α 


πρι х = оо противор%читъ Формул%, предложенной Лежандромъ 
AM ириближеннаго опред%ленїя числа простыхъ чиселъ мень- 
шїхъ даннаго. По ero mabnio при œ большомъ значеше ф() 
мокетъ быть опред%лено съ достаточною точностїю уравненіемъ 


x 
η 
Но отсюда дая предъла Za" log 2 при г = со находимъ 
—1,08366, вм%сто — 1. 
Ha основаніп теоремы H можно показать выспий пред%лъ 
тоности, съ которою Функція (аг), опредфляющая число npo- 
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стыхъ чиселъ меньшихъ d, можетъ быть представлена какою 
либо данною Функціею fa. При этомъ разность fæ — p(x) мы 
будемъ сравнивать съ выраженіями 


МАЕ АА. > аф ыы 

leg аг :dog^z? НЫ 

и лля сокращенія будемъ называть Æ количествомъ по 
x ° x 

рядка тост» если отношеніе А къ oy, "PU œ= oo будетъ 

сома m > n и 0 для т < n. Условившись въэтомъ, мы 40- 

кажемъ слБдующую теорему: 


IV. ТЕОРЕМА. 


Если выраженіе 


“8 g fa f: dr 

log 9 
при 2 = oo имњетб предьлом5 количество конечное или без- 
конечность; то fx не можеть представить g(x) върно до 


£ 
количестве порядка у=; РЫ „ включительно. 
о 


Доказательство. сть будетъ L предълъ, къ которому 


значене 
log" μιας ak τς) 


приближается съ приближенїемъ 2 къ со. Количество L, не 
будучи 0 по положению, можетъ быть или количествомъ поло- 


жительнымъ, или отрицательнымъ. Мы его предположимъ KO- 
личествомь по ложительнымъ ; но суждешя наши безъ затруд- 
нешя приложатся и къ случаю L < 0. 


(ДЕ jf pu 


съ приближеніемъ 2 къ oo имфетъ предфломъ L, большее 0, 
то мы Nos число X столь большое, что для ὦ > М зна- 


Если значеніе 


venie ! е. “ἐξ "(f (е (a )— f останется постоянно болфе н%- 
2 
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ax аш = 


котораго положотельнаго количества l. Caba. предпологая z > N, 
мы будемъ имфть 


SP Гена ‚ (5) 


l 
Но no П reopew$, какъ бы e= HH было мало, для без- 


конечнаго множества чпселъ будетъ uwbrb wbcTO такое He- 
равенство 


"EP ох 


ф (a) < ог РО (6) 


которое даетъ 


dx их 
f) — fi < f) —9 (z) + og? 7 
n : 1 
что HO умноженш на ЄЛ п ΠΟ положешю c == э булетъ 


“ГГ (a) — « PE" [f (v) — p ()] + 


а отсюда всл®дствіе неравенства (5) выходитъ 


PE [f (x) — (а> + 


Но это неравенство, существуя вмфстф съ неравенствами 


τ x 


(5) m (6) для безконечнаго множества чиселъ, по причин% 


1 
ο 0 обнаруживаетъ, что пред®%лъ 


log^x 

— [f (e) — (@)] 
при a —oo не есть нуль. Если же этотъ пред%лъ отличенъ 
orb 0; то разность [2 P$ по сдфланиому нами опредћле- 


нію есть количество порядка i или nucmaro; и caba. f (ac) 


m 
разнится съ o (æ) или количествомъ порядка оба’ пли no- 


рядка нисшаго, что и слфдовало доказать. j 
Ha основанш этой теоремы мы узнаёмъ, что Формула Ле- 


2 
жендра — n H 
ы log x — 1,08366 ° Am. котре? 


= ( ° „бё ) 
z Wlogz— 1,08366 ϱ χἴοβα/᾽ 


пра 2 = оо им%етъ предфломъ величину 0,08366, не можетъ 
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выражать ф (2), число простыхъ чиселъ, меныпихъ 22, вфрно 
AO количествъ порядка я включительно. 
Также не трудно показать на основан этой теоремы Be- 


r £ 
ЛИЧПНЫ ΠΟΟΤΟΒΠΗΗΡΙΧΈ A u B, при KOTOpbIXb Функція ———мог- 
„Axa В 


+ 
ла бы выражать ф (a) в®рно до количествъ порядка |g zg i0- 


чительно. Πο предыдушей теорем® такія воличины A m B дол- 


жны удовлетворять уравнению 


log. т E 
lim. е I х + В ^m Í „log laus 


Ho разложенїемъ Bb рядъ находимъ 


A pom 
Y MEE x B x B? x 
Alogr-a-B A log x A logia - 43 log» 


9 Ж. ο 


* dx 
Интегрируя же f —— ΠΟ частямъ, Wwbewb 
2 logx 


τάκ c πα 3 f = 


aloga F legs 10825 ο log?x + С. 


Вследствіе чего предыдущее уравненіе измфняется въ сл®- 


дующее 
1 x B x Puit in x 
Li log?x A log ko ο. log?x 43 log?x ens zi Ü 
MAS аты x x a dx E" 
x y ο 


х w = ο 


log x орх — 2 2 log 


что приводится къ такому уравненію 


c ως ρω ng —.. 
ый (logs = 0. 
! ου ὃς. x x=% 


Замфчая же, что здфсь вс% члены, начиная съ третьяго, при- 

ближаются къ 0 съ увелпченіемъ a, мы убъждаемся, что это 
᾽ 5 

уравненіе можетъ быть удовлетворено только предположешемъ 


r 05-4 ‚= {--- 0. Откуда 4= 1, В = — 1. 


И такъ изъ функцій вида одна Функція К 


х 
4 log x + В 
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могла бы выразить ф (а) вЪрно до количествъ порядка PU 
включительно. ê 
Что же касается до выбора ΦΥΗΚΠΙΠ, напближе выражаю- 
при p(x), число простыхъ чиселъ, менышихъ даннаго числа, 
TC относительно ея можно доказать такую теорему. 


Ү. ТЕОРЕМА. 


Если фүнкцїя g (x), опредъьллющая число простыг» uu- 
сель меньшижь т, можеть быть выражена върно до коли- 


mı такое выражешвше ея есть 


х 4:2 1.9.4 1:9 8...(л—1)х 


+ 
105х log х log? log” x 
Доказательство. Шыл. будетъ f(2) та Функція, которая, 


заключая алгебрапчески Ж log x, e^, выражаетъ ф (a) вфрно 


AO колпчествъ порядка - включительно ; выражеше 


gf 
{.. 1.5... 1.2.3...(n — x 
Ίσα  log?x log ^^'^ 5 x ] 


съ увеличешемъ х должно приближаться къ какому либо пре- 
A iy конечному пли безконечно великому; ибо въ противномъ 
caa% первая производная этого выражешя съ увеличеніемъ 
д 10 оо мЪфияла бы свой знакъ безконечное число разъ; а это, 
кагь легко замътить, не можетъ случиться съ Функціею алге- 
браическою отъ 2, 10522, e”. 


^) Что алгебраическая Функція отъ =, log х, е” перестаетъ мЪнять свой 
знать при V, превосходящемъ нЪкоторый предълъ, въ этомъ не трудно 
убщиться. Для eynkniu цЪлой это ясно; знакъ такой Функцїп при доволь- 
HO 5ольшомъ r будетъ aaBHCbTb отъ одного члена вида А27, log m” xen" © 
котрый не м%няетъ знака при c < 1. Для всякой же другой алгебраичес- 
кой Функцій г, log х,е®, которая пусть будетъ у. это локажется TAKIME 
обризомъ. Функція у вообще будетъ корнемъ уравненїя toyu у”? 14.... 
ит Уи, = 0, и если v будетъ Функція, получаемая черезъ исклю- 
чене y изъ предылущаго уравненія и первой производной его по 5, то 
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H такъ для p(x) необходимо будетъ 
х 1х 1.2x 


^; : log"x ne - LE ΝΕ κα 
^ lim. EE h 5 Š, 1.9. 8.. o ..(п — 4)х = Loci) 


1... Mr) Vif χ--ᾱ 


Ho съ другой стороны не трудно уб®%диться, что 
; log"x/ x l.c πα 
lima o ρε ope 
5 log х ων M x 


NN en 
PE. ى‎ БРЕ): ЧЕР 
x = х — 0, 


а это уравнеше, сложенное съ предыдущимъ, даетъ 


lim. ЕО (2) — f oes) e E d. 


Но такъ какъ по положению fx выражаетъ ф (т) вЪрно до 


2 „ 
количества порядка log? включительно; а по предыдущеи тео- 


pemb это не можетъ имфть wbcro, если предълъ значенія 


“5 [fta х) — f ^2) 


при 2 = оо не есть 0. (лёд. Г, = 0, и уравнеше (7) даетъ 


lim. (E [Re a) — L—— te. Di) Abe ds apa 


loggr g22 log 5x 


$A 1.2.3... (n — 0 #10) 
105” х х= A 


а это показываетъ, что Функція 


+ 1.х 1.9x 1.2.3 .(n—1x 
Lo GEI EC a. x сие πκππ 


ioga lg? ' log?z 
Р м 
не разнится съ [α количествами порядка Тор И НИЗШИМП, и 


сл®д.что она подобно fac можетъвыражать (аг) върпо до количествъ 


порядка включительно, что H требовалось доказать. 


x 
log" x 
eynkniu ио» Um» V, KAKE цфлыя, перестанутъ м®нять свой знакъ и обра- 
щаться въ 0 при = иревосходящемъ н®%который предЪлъ; а при этомъ и у 
будетъ сохранять свой знакъ; ибо при величинахъ 1, необращающихъ v въ 
нуль, не можеть им%ть уравненіе равныхъ корней; a при неравенствЪ кор- 
ней знакъ одного изъ нихъ можетъ перемЪниться только съ перемъною 
знака и, или и. Это свойства можетъ быть также доказано и для MHO- 
тихъ другихъ Функшй, и на BCE эти Функціи будетъ распространяться TE- 
opema У и заключенія изъ нея вытекающія. 


WWW.rcin.org.pl 


> Ч = 


На оспованш доказанной нами теоремы мы заключаемъ, что 
если g(x), Функція, опредфляющая число простыхъ чиселъ мёнь- 
шихъ a, MORETE быть выражена алгебрапчески въ X, 105 2, e” | 

zr д k 
чительно; TO такое выраженїе ея есть 


x 2 dex x hc 1.9.2 
logx " log x d log? x’ log x log?x "e log 3х 


в®рно до колпчествъ порядковъ ..... ВКЮ- 


iav m 


А такъ какъ эти Функцїи суть ни что иное, какъ значеше инте- 


zr x 


v ас 
грала T Beer ΒΈΡΗΟ до количествъ порядка "IPIE 


log 2? log 2a log ®. 
TO BO BC EXD этихъ предположешяхъ питегралъ fis log z = будетъ 


выражать (а) вфрно до количествъ такого порядка, до какого 
она способна выразиться алгебраически въ c, 100 2, ©". Что 


x dcr 
интегралъ I log x при 2 большомъ выражаетъ довольно близ- 
2 


ко число простыхъ чисель, меньшихъ 2, въ этомъ мы легко 
уб®ждаемся помощію таблицъ простыхъ чпселъ. Но эти ra- 
блицы, доселЪ составленныя, слишкомъ малы, чтобы видЪть изъ 


d. 
нихъ превосходство Формулы f предъ Формулою Лежандра 


E o ΄ 
LJ или подобными ей. Въ предфлахъь этихъ таблицъ 


фики ΓΞ. log = ον Tesis мало разнятся; HO разность ихъ 
παν 
(2 ‚08366 
"n Е 0,08366 
log x — 1, asd — Г log x Ж? omba эшч при £ = e 


= 1247646, посл него постоянно возрастаетъ до оо и при 


æ > 10000000 получаетъ уже довольно большую величину. При 
этихъ-то величинахъ 2 можно ο обнаружить преимущество 


Формулы £ ο передъ 
py 2 log x род log x — ! s 
таблица простыхъ чиселъ гораздо обширн%е т%хъ, которыя мы 


AO сихъ поръ mwbewb. 
-pesam для енн опред®ленія p(x) интегралъ 


Но для этого потребна 


Ке jo; a» МЫ должны будемъ измфнить BCT Формулы Лежандра, 
12ο: | ` 
15 
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выведенныя имъ въ предположеши (2) = и φορ- 


x 
мулы наши будутъ ue сложнфе ero. Въ слдствіе же доказан- 
ныхъ нами теоремъ ΟΒῈ должны быть ближе къ истин%. 

Для примфра мы найдемъ 34 5cb приближевныя Формулы для 
опредфлешя значеній 


А К 
Се 


(-96-D6-D--6-3 


при X большомъ. 


Для опредфлешя перваго мы замфчаемъ, что по нашему зна- 
коположепію будетъ 


T 
"X 1 1 1 x $( -ᾱ- 1) — ф(х) 
go peo ως τος ees 


ибо p(x), означая число простыхъ чпселъ меньшихъ 2, въ раз- 
ности ¢ (24 1) — p(x) даетъ 0, когла a число составное и 
1, когда оно простое. 

Предполагая X числомъ большимъ, назовемъ А какое ππ- 
будь число, менфе X, но еще довольно значительное, дабы въ 
предфлахь 2 = А m 2 = X, мы могли съ достаточною точ- 


š | + dr 
ностїю замфиить (а) интеграломъ Г i7 B» этомъ предполо- 
. 9 ug. м 


женш предыдущее уравнене напишется такъ 


r= 24 

1 1 1 1 TT фт — (а) 

πα πα μμ p. "s 
` +=9 

UA sU e), 


1 Ф 
MA 


^i * dx 
Замфняя же зд®сь во второй сумм® f(X) интеграломъ f т 
| 2 


найдемъ 
нч. ат 
ΜΜΕ PPN ` . 
Μι... rs : x Wr» ei = xf. ΜΗ 
2.3 5 TES i = t y 


2+1 dr 


1 
Ho врио до количества порядка — иптегралъ J: Ыы 
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ο р 


. 1 
можетъ быть зам®ненъ выражешемъ log ο’ H съ такою же точ- 


Xu 
š 1 
ностю сумма У i log. можетъ быть замфнена интегралом 
ж==А 2 ' 


Ho такою перемфною предыдущее уравненіе приводится къ 


слъдующему 
1= 2—4 


1 КЕ 34 є 
ἔωεἥωμῳ,,.ααμέληε.Φξ клеш сезшщ» Е 0 
2 3 Ж ж T д vlog x 
"TO HO выполнеши интегрированія даетъ 
Й r= А — 1 
бз. ο Баб. 1 
q s tr с =. 11 0... ү ыг NS. —]log 4 + Пор X, 
ыз D ---9 
пли 
Dus зү ος = €+ l log X ve sue ый 
2 3 5 F X e ; 
χ--}--ἱ 
° 4) –. ф(х 
полагая C равнымъ количеству Σ᾽ ee ad d λ, не 


х=9 
зависящему отъ X. | 
Bor» уравненіе, которое по опредфленш постояннаго С, MO- 


жетъ намъ служить для приближеннаго вычисленія суммы 


OT ар δω, 
9 £ E eH Ж” 


когда ХМ велико. 
Наше выраженіе этой суммы проще выражешя ея у Je- 


жапдра, которое такого вида 
1 1 1 
gy y +... + = log (log X — 0,08366) -- С. 
Теперь переходимъ къ опредфленио произведенія 


(—-90-20-9--(6 72-7 


Полагая это произведеше равнымъ Р, m взявъ логариемы 
or» обфихъ частей уравнешя 


ο ο ο 


паходимъ 
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log P = log (1 — 5) + log (1 — z) + log (1 ыы 5)... 
«tO log (t — x) 
что иначе напишется такъ 


pate ad C 3 peer) glog (1-5) 


j+ log (1—5) + ; + log (1—5) +... f log (1—7) 


1 
А axbcb вфрно до количествъ порядка y Можемъ замфнить 


конечный рядъ 
5+ log (1 —5)-+ : — log (1 — 3)+5 = log (1 -5)-+--- 
..+ ا‎ +108 (1 — χ᾽ | 
рядомъ безконечнымъ 
E — log (1 — Ye 3 log (1 — +) 006 (1 —;) -ᾱ-....; 
пбо разность этихъ рядовъ меныпе 
xi * leg (1—17 xz) yg leg (1 — =)... وه‎ 


a это меньше интеграла $^ Tu log (1 ---)] da, который 
X 


равенъ 1 —(Х— 1) log (1 — X) п котораго величина при X 
больпомъ есть безконечно малое относительно E перваго по- 
рядка. 

Итакъ до количества порядка x въ предыдущемъ выраже- 


нїп log P мы можемъ замфнить конечную сумму 
1 1 1 
g log (1 — 5) = log (t — —– 5) 5 4 log (i — 5)... 
1 
-= oe bg (1 — X) 


безконечнымъ рядомъ 

1 1 1 1 1 1 

x log (1 — 9) s + log (1 — 3) ЕЕ 5 +108 (1 —;)-+.., 
и называя для сокращенія величину посл%дняго черезъ С”, мы 
‘предыдущее выражеше log Р представимъ такъ 


WWwW.Trcin.org.pl 


— 229 — 


log P= (+++. : Li) C. 
Внеся же сюда значенїе 
саза 
9 9 5 Х 


изъ (8), найдемъ 
log P = — € — llog X + С, 


откуда BBIXOAUT'b 


SÉ 
P = log X ? 


κος 
rab полагая для сокращенія е = C, и замфняя P ero ве- 


мчшою (1—5) (1 — 5) (1 — 5) (1— 4): mitem 
6-20-90-0-—6-2- d 


Вм%сто этой Формулы Лежандръ нашелъ такую 


(1—3) (130673): 67 9 i tn 
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«ai Д да. Ба з e ЖАНН, Brut 


к rem onse aspe cnm 
now > 
, νο асын adn in T το 


get Ν' ра $ 


‚ку: das 7 H Ei 


E 


e r = T | 
KC E =” 


í 
^ 
58 
D ος 
* 
2% 
а 
` 


ТАБЛИЦА ПРОСТЫХЪ ЧИСЕЛЪ, 


HE. ПРЕВОСХОДЯЩИХЪ 6000. 


567 | 661 
M9 | 673 
487 | 677 
591 | 683 
^99 | 691 
503 | 701 
509 | 709 
591 | 719 
523 | 727 
5k | 733 

| 
547 | 739 
557 | 743 
563 | 751 
569 | 757 
sit | πει 
577 | 769 
587 | 773 
593 | 787 

599 | 797 | 

| 601 | 809 | 

| θές wU SB d 
607 | 811 
613 | 821 
617 | 893 
619 | 827 
631 | 829 
6%: | 839 
643 | 853 

| 6&7 | 857 

| 653 | 859 | 
659 | £63 
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1087 
1091 


1093 , | 


1097 
1103 
1109 
1117 
1123 
1129 
1151 


1153 
1163 
1171 
1181 
1187 
1193 
1201 
1213 
1217 
1223 


1229 


| 1231 


1237 


| 9 


1259 
1277 
1279 
1283 
1289 
1291 
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| 
| 


| 


9909 3187 3433 3659 3911 №153 ^21 
2917 3191 3449 3671 3917 h157 1123 
2927 3203 3457 3673 3919 4159 ht 
2939 3209 3^61 3677 3923 4177 hy 
2953 3217 3463 3691 3929 ^201 №51 
2957 3221 3467 3697 39314 ^211 r57 
2963 3229 3169 3701 3943 4217 1463 
2969 3251 3491 3709 3947 һ219 r81 
2971 3253 3499 3719 3967 4229 1183 
2999 | 3257 | 3511 3721 3989 +231 1193 
| | 
3001 3259 3517 3733 1001 2^1 507 
3011 3271 3527 3739 1003 1213 №513 
3019 3299 3529 3761 1007 5253 h517 
3023 3301 3533 3161 1013 259 №519 
3037 3307 3539 3769 40:9 1261 4523 
30154 3313 351 3779 4021 №271 №547 
3049 3319 3547 3793 4027 4273 5549 
3061 3323 3557 3791 4049 4283 1561 
3067 3329 3559 3803 051 4289 1567 
3079 3331 3511 3821 „057 4297 583 
. | 
3083 3353 3581 3823 №073 4327 591 
3089 3347 3583 3833 4079 4337 4597 
3109 3359 3593 387 1091 r339 №603 
3119 3361 3607 3851 1093 4349 1621 
3121 3371 3613 3553 1099 4357 №637 
3137 3373 3617 3863 №111 | 4363 4639 
3163 3389 3623 3877 4127 4373 2613 
3167 3391 3631 | 3881 4129 4391 569 
3169 3407 3637 3889 4133 4397 r651 
3181 3413 3643 3907 +139 4409 4657 
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663 4943 5189 5489 5701 5953 
4673 4954 5497 5171 5711 5981 
4679 4957 5209 5477 5717 5987 
691 1967 5227 5179 5737 
1703 4969 52314 5183 5711 
4721 1973 5233 5501 5713 
4723 4987 5237 5503 5749 
4729 1993 5261 5507 5779. 
4733 №999 5273 5519 5783 
47514 5003 5279 5521 5791 
h759- 5009 5281 5527 5801 
1783 5011 5297 5531 5807 
4787 5021 5303 5557 5813 
4789 5023 5309 5563 5821 
4793 5039 5323 5569 5827 
4799 5051 5333 5573 5839 
4801 5059 5347 5581 5813 
4813 5077 5351 5591 5849 
4817 5081 5381 5623 5851 
4831 5087 5387 5639 5857 
4861 5099 5393 5611 5861 
1871 5101 5399 5617 5867 
4877 5107 5%07 5651 5869 
4889 5113 95413 5653 5879 
4903 5119 5117 5657 5881 
4909 5147 5419 5659 5897 
4919 5153 5431 5669 5903 
4931 5167 5437 5683 5923 
4933 5171 951 9689 5927 
937 3179 95443 5693 5939 
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ТАБЛИЦЫ 


ПЕРВООБРАЗНЫХЪ КОРНЕЙ И УКАЗАТЕЛЕЙ ДЛЯ ПРОСТЫХЪ МОДУЛЕЙ, HE 
ПРЕВОСХОДЯЩИХЪ 200. 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 2. 


ПЕРВООБР. КОРЕНЬ 2. ОСНОВАНИЕ 2. 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 5. 
Первообразные корни: 2, 3. 
ОсновантЕ 2. 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 7. 
Первообразные корни: 3, 5.. 
Основлднте 3. 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 11. 
Первообразные корни: 2, 6, 7, 8. 
OCHOBAHIE 6. 
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ΠΡΟΟΤΟΕ ЧИСЛО 13. 
Первообразные корни: 2, 6, 7, 11. 
OCHOBAHIE 6. 


ΠΡΟΟΤΟΕ ЧИСЛО 17. 
Первообразные корни: 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 1%. 


OcHOBAHIE 10. 
L N. 
х) D 1 2/3|4|s|6|7|8|9 n 0 1231456 тв | 


Nus 


" 
12 


ПГ 5914 6 


| 
| h 
1 1 13/1512 3 218 


8 


1 ын 1 


1 әз изи 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 19. 
Первообразные корни: 2, 3, 10, 13, 1%, 15. 
Основание 10. 


1.| 0\1 0123156789 
110 5 12 6 aneren RAE i 
з 1311 19 n 1316 8 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 28. 
Первообразные корни: 5, 7, 10, 11, 1%, 15, 17, 19, 20, 21. 
Основание 10. 
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ΠΡΟΟΤΟΕ ЧИСЛО 29. 
Первообр. корни: 2, 3, 8, 10, 11, 1%, 15, 18, 19, 21, 26, 27. 


ОснованиЕ 10. 


Noja 23456 7 8|9 

01172518 10207526 ΠΟΠΗ 822 17/25 18 
1| 12321 2 31716 7 915] || пе 2202628191615 5 21 
234219 62k 4| 81325 1 2| 72 4119397 9 3| | 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 31. 
Первообразные корни: 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 2%. 


Основание 17. 


5 


1234 6789 
| 01213 2420 25| 4| 626 
| 229| 72316| 318! 1| 822 
2141711211910 5 92827 
ESL l... N 


1.01 2/3|4|5 1|8|9 
0| 1171015] 726 8121827 
12522 2 3203014211621 
2 523 а | 6 9292811 
| | | | 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 87. 
Первообр. корни: 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 2}, 32, 35. 


OcHOBAHIE 5. 


2| 1| 928/33/32 1| 5.25 1% 33117 1118 16. 
3135 à 5 125 1130 210132829 34 22 36 3 

1| 29% 30 14 151 1223 42026192131 7351 
29/18, 312724 9 8| 3/15 
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ПРОСТОЕ ЧИСЛО ΛΙ. 


Первообразные корни: 6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 21, 
26, 28, 29, 30, 3^, 35. 


ОсновантЕ 6. 
| 1. Ν. 


00500080000 | 00050000000 


0261511222 0 1 0561125 2199 2911019 
1| 8| 327 31253724 3316 9 113228 5121121) 3182633131 
34 1% 2936 13 117 511 7 24035 5301611 2123122 


3232810181921 3239356 


k 


3| 91337 Шы шыш 8| т 


ΠΡΟΟΤΟΕ ЧИСЛО A3. 
Первообр. корни: 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 35. 


Основание 98. 
1. N. 


№0123 56 78 3 


013917136] 5121 73335 128102214 511 72% 27 
1| 261140 42230163129] || 1125 12/3534| 63917 3/130 
2/124| 320 81037 9| 125 2342/15/33 21/2938 32 36 19 
3193227231312 28 35 26 15| | 3161834 8 937 42640 2 
4/3818 21 | 413/20 | 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 47. 
Первообр. корни: 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 
30, 31, 33, 35, 38, 39, ^0, 11, 13, ^^, №5. 


OcHOBAHIE #0. 
I. N. 


{ 


моча 567 8|9 

1110! 6113361312825 127 35 
1212239238 414024 5| 330 
18/39 14461374134 11 16 19 
3| 220 12/26 2515| 9/43, 7/93 
424417/29| 8133 


03011812117 238/4436 
1| 1/2732) 32213528 42 20 29 


3110141 9911609133 8| 643 
3119) 5124526] 9 2113121 
415/25 40137 || 7,23 
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ПРОСТОЕ ЧИСЛО 53. 


Первообразные корни: 2, 3, 5, 8, 12, 1^, 18, 19, 20, 21, 22; 
26, 27, 31, 32, 33, 3%, 35, 39, M, №5, 
48, 50, 51. 


Основание 26. 


|. 01 235 6 7|89 


0|1 261033 10/48/29 12 47| з 
1 |25/15/4630/38|34/36,35| 9 22 
о 12 3237 в |19| 9 52 27 13 20 
з (1з 5 ны 6 50839 7 23 
k 15/1947 18 543111 2116 45 
54 51 


0 25 9 (5031/34/38 

1 || 4 46] 7 2811/40/48 42 

2 294119139] 3210] 1 |27: 

13 1314521] 3 1511716 22 

4 |2 332030 444912] 8 | 5 |24 
5 355126 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 59. 


Первообразные корни: 2, 6, 8, 10, 11, 13, 1^, 18, 23, 24, 30, 
31, 32, 33, 3^, 37, 38, 39, ^0, ^2, ^3, 
№№, M7, 50, 52, 5%, 55, 57. 


ОсноваНниЕ 10. 
I. N. 


n o 1|23 56 т 9 


0 | 1 1041562958 9 911539 
1-|25\1%22\%317|52®8| 8 |2133 
2 3555119 13,112, 2 3202353458 
3 4918 3 |30] 5 |50 284%. 27 31 
4 125137116122 7 |411 51 38 2627 
5 |4 40 46 47573936! 6 


| 0 25 32 50/3457 1k 17| 6 
|1 45242311 8 42/14/31 


2 96 18 1227 191012813836 4 
3 331 7 9119/3990 56114755 
&512 4313137140 52 53/16 30 
5 3546 1528] 5 21 3 5429 
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IIPOCTOE ЧИСЛО 61. 


Первообр. корнп: 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, ^3 
M, 51, 5h, 55, 59. 


, 


Основание 10. 


1/2]3|4|5 6/1 10! 2|3|15 


047 42 34 14.2923 24/51/21 
16201056 819 31| 5/50 12. 
3239 398 т 6 7| 92946 
55 27 36/37 58 33 | 397! 440/343545) 
5241/19/38 26 40 30561149 9 
31154515359 44 4 5452/32 15 28 : 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 67. 


Первообр. корни: 2, 7, 11, 12, 13, 18, 20, 28, 31, 32, ἃν, 
Mi, 5% 46, 18, 50, 51, 57, 61, 63. 


OcHOBAHIE 12. 


Ею 112 за 56|7|89 
| 029 958 39 38 72118 112 62| 717| 3 
1| 261 1233614850 814726] [| 136 9151, 9/41 


9/3116 24/20/30 12/52 27 65.2: 19.27 


3111/23/13) №3746 10/4455 2 


6/40 5| 62542 62 33 
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ΠΡΟΟΤΟΕ число 71. 

Первообразные корни: 7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 25, ^2, 
hk, VI, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 
63, 65, 67, 68, 69. 


Основание 62. 


2 38# 1]ο|1|2|3|ἑ]5|6|τ|8|9] 9 

0,58 18/46 14| 6/33/3136 нё 1015919993 61716028 

2/43 64.972132 45| 7/24/38 132 7 3631| 5|26 507| 3144 
enii 552 28225| 9! AM || 23011 16 69 1851 4811395159 
70| 31611912 


20 13 1061 65 +712 30/96/45 3137 2215] 7| 8 
48/55 39 44/19/5063, 1740166 4/48/6554 11/4339| #135 2066 
1625 3 5943]57 67 56 6229 5.5 212468127 1 5755| 253 
8 37 16968 ΠΠ 1153231 μμ μμ. 

35 | 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 73. 
Первообразные корни: 5, 11, 13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31, 
x 33, 3%, 39, ^0, 42, kh, 5, 47, 53, 58, 
59, 60, 62, 68. 


OcHOBAHIE 5. 


 — k С) 
ТЕПЕ 
Кн Ды μα ОЕ ЖК ЧО و‎ 
0 8 616 114332 12 
9552259 44 мы 
17 391536 30| 267 1849 35 


s 


1| 59552 44/59| 115 210 


18/17/12 60| 805# 5136 3% 


32% 4716 ΝΗ 917216828 |21 

321% biu 6323112 61128 
5/67/43 "s A6/11/|55|56/61/13 
6653319 22 37 391492657 66 


1/38/44. | | 
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ΠΡΟΟΤΟΕ ЧИСЛО 79. 


Первообразные корни: 3, 6, 7, 28, 29, 30, 3%, 35, 37, 39, ^3, 
47, №8, 53, 5%, 59, 60, 63, 66, 68, 70, 
ть 25 TW. 


OCHOBAHIE 29. 


0 |5071 223+319 726 1 295157736310 53317 
1 | 6 7015176927 | 9 36110 1 |19|77 2115644 12|32]59\52] 7 
2 |56 1121215216568 46/57 1| 1 2 №5 51| ^ 37 467055 1590151 
З | 77 76]16]63 5953 8 236067 3 656876 71| 5 66184829178 
4 28/21|62|V7 1120 2% 5537 38 4 502822] 6 1669/26 +3 62/60 
5 |&0| 2 |18| 7 292613) 3 15117 5 |2 5822313567 17 20 27 723% 
6 |159 7548] 5 |66 30 35/5^31|^5 6 3875/22 33| 9 2% 64 39125] 1% 
7 |25 |33|58| ^ |7361 3211 39 7 11 3,8 74 13 6131130 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 88. 


Первообразные корни: 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 
22, 24, 32, 3^, 35, 39, ^2, 43, ^5, ^6, 
№7, 50,:.59, 53, 5h, 55, 56, 57, 58, 60, 
62, 66, 67; 71, 72, 73, 1^, 76, 19, 80. 


Основание 50. 


50/10| 2 1720 4 |34|40| 8 
688016 537732237166 
5945| 9 |35| 7 [18701 3657 
28723156616229 39158 
78 
7515| 3 6730| 6 51609 
37 24. 3874 4876 65136947 
9615511152 27 222154 44 142 
25 5 


— اد یں w‏ 


2 
6 
2 
8 
6 
4 


35/46|18/66/45|53/10/68 
179119 6092060511 017 


+ — Qo Ut 
من‎ = C: Ute یں‎ IO = 
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Первообразные корни: 3, 6, 7, 13, 1%, 


jo 1234 


0728756 
2| #55165 79 
7% 67631139 
1157 8| 366 


20 8133110169 
7311951) 5180 


25 5|77 |3764 
586717859160 
2211521195 


— 243 — 


ПРОСТОЕ ЧИСЛО 89. 


19, 93, 9^, 96, 
27, 98, 29, 30 33, 35, 38, М, 
h3, №6, 48, 51, 56, 58, 59, 60, 
61, 62, 63, 65, το, 7^, 15, 76, 
82, 83, 86. 


OcHOBAHIE 30. 


5678 9 


871| 7/40/86 
17245211053 
36 +9155 6329 


16 153423114 


1301033111 
53177 85 58149 
50761554816 
69/23/67 [52/37 

8 62 80/86/48 
68 82157 19136 


ПЕН 


6321 7|32/70 
№6|%5 15| 5/61 
35711 83187 29 
75/25/38|72/24 
59 7956178 26 
12 4/31/4043 


926/3868 61 
42 8% 51 27 62 


Qo = щл ج‎ оо iO ма 


A5 
63 
16 
10 


83/15,32/50/30 
35|21|11/48/46 


12,328 kL 


0O ^А C: οι & w М ка 


IIPOCTOE ЧИСЛО 97. 


Первообразные корни: 5, 7, 10, 13, 1%, 15, 17, 21, 23, 96, 
29:27538, 239, АМ 51, 56, 57, 38, 
59, 60, 68, 71, 7^, 16, 80, 82, 83, 
8^, 87, 90, 92. 


Основане #0. 


110, 330 9/90/27 
9 55015 53145 62 
273 51 25 56.7571 31 
3185 74 61 2886 84 6% 
№91 37 79 14 №3] №2 32 
519% 67 88) 7702116 
№7 82 4% 52 3559] 8 


kk 74. 8128139 133% 41173154 
18 6| 2100206623 37142 
el ik 17 658127 9| 3 


14 


77241 2226 6678 012 23 
8 36 69 11133339 220 660 


918 83 5% 55 65/68 
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γι 172z + 1, 9, 11, 13, 15, 17, 21, 23, 25, 31, 35, М, 


47, 49, 53, 57, 59, 67, 79, 81, 83, 87, 95, 
97, 99, 101, 103, 107, 109, 111, 117, 121. 
197, 133, 135, 139, 143, 145, 153, 165, 167, 
169. 
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37, 39, 49, 51, 55, 57, 67, 69, 71, 75, ТТ, 
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57, 59, 61, 69, 71, 73, 81,87, 93. 97. 99, 101. 
103, 107, Tit, 119, 121, 127, 129, 137, 157, 
151, 171, 171, 181, 193, 193, 197, 207, 209, 
213, 219, 239, 243, 233. 


pM c sc uec ctim mm Wee ce ЖЕШ. ων Htc = C o — c. A. I ou ^ PCT, МА VON, cm УШР ИК БЫ PRESE ЖЕК” жы 
"E IENE ES ч > 


www.rcin.org.pl 


— 268 — 
(РВЕТСЯ ТЕМНЕЕТ n ТСТ DTP T n УУ PUE eren trees) 
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245, 247, 265. 
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245, 949, 251, 953, 261, 263, 267, 271, 273, 
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| №9, 51, 57, 59, 61, 63, 65, 69, 77, 81, 83, 

- 85, 87, 89, 95, 97, 99, 103, 105, 107, 109, 
115, 121, 131, 135, 137, 139, 145, 149, 151, 
159, 163, 165, 167, 169, 173, 175, 179, 181,1 
191, 199, 201, 213, 217, 221, 225, 237, 239, 

947, 257, 259, 263, 965, 269, 271, 273, 215, 
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| 22° += Thy? 296z 1-1, 3, 5, 9, 11. 13, 15, 23, 25, 27,29, 31, 33, 
39, 11, 45, 49, 55, 61, 65, 67, 69, 79, 75, 79, 
81, 87, 89, 93, 99, 103, 107, 109, 115, 117, 
119, 121, 193, 125, 133, 135, 137, 139, 143, 
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103, 107, 111, 113, 115, 117, 119, 123, 197, 
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183, 199, 211, 219, 991 223, 225, 239, 211, 
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119, 121, 127, 131, 137, 155, 161, 163, 167, 
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131, 141, 143, 151, 155, 159, 163, 167, 169, 
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85, 91, 93, 95, 101, 105, 107, 109, 111, 113, 
115, 417, 191, 131, 135, 139, 149, 151, 155, 
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71, 91, 87, 93, 95, 99, 109, 111, 113, 119, 
121, 123, 197, 131, 147, 151, 153, 161, 167. 
169, 173, 175, 177, 183, 187, 189, 191, 193, 
195, 197, 199, 203, 207, 215, 217, 225, 297, 
999, 231, 935, 941, 243, 247, 253, 259, 961, 
265, 275, 277, 919, 985, 287, 289, 293, 297, 
313, 317, 319, 397. | 


330 4-1, 9, 11, 21, 31, 37, 39, 43, 47, 49, 57, 67. |] 
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131, 137, 139, 183, 151, 155, 169, 175, 181. 
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д? — 38a?| 15224-1, 9, 11, 13, 15, 17, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 
43, 19, 53, 69, 71, 73, 79, 81, 83, 99, 103, 
109, 115, 117, 121, 123, 127, 129, 135, 137, 
139, 141, 143, 151. 
2 ORE 5, 7, 19, 23, 25, 31, 35, 41, 49, 61, G7, 89, 
107, 115, 121, 125, 131, 133, 137, 149, 
vk 155. 
16-1, 5, 9, 21, 93, 95, 31, 33, 37, 39, 13, 15, 
19, 51, 57; 59, 61, 73, ΤΊ, 81, 83, 87, 91, 
103, 105, 107, 113, 115, 119, 121, 125, 197, 
131, 133, 139, 151, 13, 155, 159, 163. 


2y?| 168z + 1, 11, 13, 17, 19, 25, 29, 41, 47, 53, 61, 79, 

89, 107, 115, 191, 197, 139, 143, 149, 451, 

155, 157, 167. 

3174795 -1- 1573, 1; 9,713, 417. 19,54, 25, 27, 39, 41, 
19, 51, 53, 55, 57, 63, 71, 75, 81, 91, 97, 
101, 109, 115, 117, 119, 121, 123, 131, 133, 
115, 147, 151, 152, 155, 159, 163, 165, 169, 
171. 

18%2 +1, 3, 5, 7, 9, 15, 21, 25, 27, 35, 37, М, ^5, 
49, 53, 59, 61, 63, 73, 75, 19, 81, 103, 105, 
109, 111, 121, 123, 125, 131, 135, 139, 143 
147, 149, 157, 159, 163, 169, 175, 177, 179, 
181, 183. 

?| 188z 4-1, 9, 11, 15. 17, 19, 21, 23, 25, 31, 35, 37, 
39, 43, №9, 53, 61, 65, 67, 81, 87, 89, 91, 
97, 99, 101, 107, 121, 123. 127, D 139, 
171, 173. 177, 179, 187. 

?| 204z + 1, 5, 7, 13, 25, - 99, 24: 3. 35, 11, 47, 19, 59, 
65, 79, 83, 91, 113, 121, 195, 139, 145, 155. 
157, 163, 169, 173, 175. 179, 191, 197, 199, 203. 
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а? — 57у? 
| x? — 58y? 
2° — 59у? 
x? — 61у? 
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219z 4-1, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 95, 29, 37, 43, ЫТ, 
49, 57, 59, 63, 69, 77, 81, 89, 91, 93, 95, 
97, 99, 105, 107, 113, 115, 117, 119, 121, 
123, 131, 135, 143, 149, 153, 155, 163, 165, 
169, 175, 183, 187, 195, 197, 199. 201, 203, 
905, 911. 


220z 1, 3, 9, 13, 17, 19, 23, 27, 39, 47, 49, 51, 


57, 67, 69, 73, 79, 81, 89, 103, 117, 131; 
139, 141, 147, 151, 153, 163, 169, 171, 173, 
181, 193, 197, 201, 203, 207, 211, 217, 219. 

298; 4-1, 7, 25, 29, М, 13, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 
71, 73, 85, 89, 107, 113, 115, 121, 139, 143, 
155, 157, 163, 167, 169, 173, 175, 179, 185, 
187, 199, 203, 221, 227. 


3 232; - 1⁄3, 7, 9, 11, 19, 21, 23, 25, 27, 33, 37, 43, 


19, 57, 61, 63, 65, 69, ΤΊ, 75, ΤΊ, 81, 85, 
99, 101, 103, 111, 121, 129, 131, 133, 147, 
151, 155, 157, 161, 163, 167, 169, 171, 175, 
183, 189, 195, 199, 205, 207, 209, 211, 213, 
281.- 223.'225/ 209, 23 T. 


2362 -1- 1, 5, 9, 11, 17, 21, 23, 25, 29, 31, 39, 41, 


A3, &5, А7, 19, 53, 55, 57, ΟΥ, 81, 83, 85,91, 
99, 103, 105, 111, 115, 121, 125, 131, 199. 
137, 145, 151, 153, 155, 169, 179, 181, 183. 
187, 189, 191, 193; 195, 197, 205, 207, 211. 
213, 215, 219, 225, 227, 231, 235. 


2kkz -1- 1, 2, 5, 9. 13, 15 ,19, 95, 27, 39, 41, 45, АТ, 


(ο ο] 65, "73. 15, 71,81, 83, 95, 97, 103, 
107, 109, 113, 117, 119, 121, 123, 125, 127, 
131, 135, 137, 1^1, 127, 119, 161, 163, 167, 
169, 171, 179, 187, 195, 197, 199, 203, 205. 
217, 219, 225, 229, 231, 235, 239, 241, 243. 


x* — 62y?| 248z +1 9, 13, 15, 19, 21, 23, 25, 29, 33, 35, 37, 


41, 49, 51, 53, 55, 59, 61, 67, 77, 79, 81, 85, 
97, 103, 113, 117, 119, 121, 197, 129, 131, 
135, 145, 151, 163, 167, 169, 171, 181, 187, 
189, 193. 195, 197, 199, 207, 211, 213, 215, 
919, 923, 995, 997, 929, 933, 935, 239, 247, 


2®—— 65y?| 260z 4- 1, 7, 9, 99, 33, 37, ΚΙ, 49, 51, 57, 61, 63, 


| а® — 66y? 


67, 69, 73, 79, 81, 83, 93, 97, 101, 121, 1951 
129, 131, 137, 139, 159, 163, 167, 177, 179, 
181, 187, 191, 193, 197, 199, 203, 209, 211,8 
213, 223, 221, 231, 251, 253, 259. 


26% -1- 1, 5. 13, 17, 19, 95, 31, М, 43, 49, 53, 59, 


61, 65, 85, 95, 97, 103, 109, 125, 139, 1554 
161, 167, 169, 179, 199, 203, 205, 911, 215,1 
221, 923, 233, 939, 915, 247, 251, 259, 263.1 
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а? — 67у? 


a? — 69у? 
x? — 70у? 
a? — 71у? 
ax? — 73у? 
x? — Thy’? 
x?’ — 77у? 


2805 1, 3, 9, 11, 17, 23, 27, 31, 33, 37, 51, 53, 


284z + 1,5, 7, 9, 11, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 39, ^5, 


— 216 — 


268: 1, 3,7, 9, 11, 17, 21, 95, 27, 29, 31, 33, 37, 
k3, 19, 51, 63, 65, 73. 75, 77. 79. 81, 87, 
89, 93, 95, 99, 111, 115, 119, 121, 129, 139, 
147, 159, 153, 157, 169, 173, 175, 179, 181, 
187, 189, 191, 193, 195, 203, 205, 217, 219, 
295, 931, 935, 937, 239, 211, 913, 247, 251, 
257, 259, 961, £65, 907. 


2162 -1- 1, 5, М, 13, 17, 25, 31, 49, 53, 55, Οὔ, 73, 
83, 85, 89, 107, 113, 121, 125, 127, 133, 137. 
139, 143, 149, 151, 155, 163, 169, 187, 191, 
193, 203, 211, 221, 223, 227, 235, £51, 259, 
263, 265, 211, 215 


61, 69, 73, 81, 83, 93, 97, 99, 101, 111, 121, 
127, 153, 159, 179, 179, 181, 183, 187, 197, 
199, 207, 211, 219, 227, 229, 243, 247, 249, 
293,.257, 2023, 209, 211, 277, 279. 


47, 19, 51, 55, 57, 59, 63, 67, 73, 77, 81, 
89, 99, 101, 109, 115, 121, 123, 125, 197, 
129, 139, 145, 155, 157, 159, 161, 163, 169. 
175, 183, 185, 195, 203, 207, 211, 217, 221, 
995, 227, 999, 233, 235, 237, 939, 245, 91, 219, 
253, 255, 259, 261, 273, 275, 277, 219, 283. 


29224-1, 3, *9, 19, 23, 25, 27, 35, 37, M, 49, 55, 


57, 61, 65, 67, 69, 71, 75, 77, 79, 81, 85, 
89, 91, 97, 105, 109, 111, 119, 121, 123, 
127, 137, 143, 1^5, 147, 149, 155, 165, 169, 
171, 173, 181, 183, 187, 195, 201, 203, 207, 
211, 213, 215, 217, 221, 223, 225, 227, 231, 
235, 237, 213, 251, 255, 257, 265, 267, 269, 
213, 283, 289 291. 


2962 + 1, 5, 7, 9, 13, 19, 25, 29, 33, 35, ἮΙ, A3, ^5, 


11. 49, 51, 59, 61, 63, 65, 69, ΤΙ, 73, 81, 91, 
98, 951 109; 117. του 125, 127, 131, 135 
137, 115, 151, 159, 163, 165, 169, 171, 175, 
179, 187, 201, 213, 205, 215, 223, 225, 221, 
231, 233, 235, 237, 245, 247, 249, 251, 253, 
255, 261, 263, 267, 271, 277, 283, 281, 289, 
291, 295. 


308z -1- 1, 9, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 37, 1, 53, 61, 


67, 71, 73, 81, 83, 87, 93, 101, 113, 117, 
129, 131, 135, 137, 139, 114, 145, 153, 155, 
163, 167, 169, 171, 173, 177, 179, 191, 195, 
207, 215, 221, 225, 227. 235, 237, 211, 247, 
255, 267, 211, 283, 285, 289, 291, 293, 295, 
299, 307. | 
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x* — 78у? 3122-1, 7, 11, 23, 25, 29, 31, 37, М, 43, 49, 53, 
59, 77,'83, 85, 89, 95, 101, 109, 121, 137, 
139, 151, 161, 173, 175, 191, 203, 211, 217, 
223, 227, 229, 235, 253, 259, 263, 269, 271, 
275, 281, 283, 287, 289, 301, 305, 311. 


α” — 19y?| 3162 + 1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 21, 25, 27, 35, 39, 43, 
45, V1, 19, 59, 63, 65, 71, 73, 75, 81, 89, 
91, 97, 101, 103, 105, 107, 117, 121, 125, 
127, 129, 135, 139, 141, 127, 169, 175, 177, 
181, 187, 189, 191, 195, 199, 209, 211, 213, 
215, 219, 225, 227, 235, 244, 243, 245, 251, 
253, 257 267, 269, 271 273, 271, 281, 289, 
291, 295, 301, 303, 307, 309, 311, 313, 315. 


a? —83y?| 3282-1, 3, 9, 11, 13, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 
35, 39, 49, 53, 57, 67, 69, 73, 75, 81, 85, 
87, 93, 99, 101, 103, 105, 109, 113, 117, 119, 
121, 127, 143, 147, 149, 157, 159, 169, 171, 
179, 181, 185, 201, 207, 209, 211, 215, 219, 
223, 925, 297, 999, 935, 211, 243, 247, 953, 
255, 259, 261, 271, 215, 979, 289, 293, 295, 
997, 999, 301, 302, 305, 309, 315, 317, 319, 
395, 397. 


а? — 83° 332z + 1, 9, 15, 17, 19, 21, 25, 29, 33, 35, 37, 39, 
М, 43, ΔΙ, 49, 55, 61, 65, 67, 69, ΤΙ, 77. 
79, 81,91, 93, 103, 107, 109, 113, 115, 121, 
135, 139, 113, 153, 155, 159, 161, 163, 169. 
171, 173, 177, 179, 189, 193, 197, 211, 217, 
219, 923, 995, 299, 939, 241, 251, 253, 955, 
261, 963, 265, 267, 271, 277, 283, 285, 289, 
291, 293, 295, 297, 299, 303, 307, 311, 313, 
315, 317. 323, 331, 


x? — 85y?, 3502 -1- 1, 3, 7, 9, 19, 21, 23, ΟΊ, 37, 49, 57, 59, 63, 
69, 73, 81, 89, 97, 101, 107, 111, 113, 121, 
133, 143, 147, 149, 151, 161, 163, 167, 169, 
171, 173, 177; 119, 189, 191, 193, 197, 207, 
219, 227, 229, 233, 239, 2/3, 251, 259, 267, 
271, 277, 281, 283, 291, 303, 313, 317, 319, 
121,231, 333, 332339. 


| x° — 86у*| 344z 4-1, 5, 7, 9, 11, 17, 25, 29, 35, 37,39, 41, 15, 
49, 55, 57, 59, 61, 63, 67, 69, 71, 77, 81, 83, 
85, 93. 97, 99, 107. 119, 121, 125, 139, 141, 
145, 149, 151, 153, 157, 159, 169, 175, 185, 
187, 191, 193, 195, 199, 203, 205, 219, 223, 
à 225, 237, 245, 247, 251, 259, 261, 263, 267, 
273, 275, 277, 981, 283, 285, 287, 289. 295. 
299. 303. 305. 307. 309, 315, 319, 327, 333, 
335, 337, 339, 343. 
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x? — 81y?| 348z 1, 13, 17, 19, 23, 31, 35, ^1, 43, №, δῦ, 59, 


x? — 89y? 


а? --91γ7 


x? — 9 


бу 


х? — 9] 3165 -1- 1, 3, 5, 9, 13, 15, 17, 23, 25, 27, 29, 31, 39, 


2 


3562 + 1, 5, 9, 11,17, 21, 25, 39, 45, 47, 49, 53, 55, 


364z + 1, 3, 5, 9, 11, 15, 17, 25, 27, 29, 41, 45, 53, 


37224-1, 7, 11, 17, 19, 93,95, 29, 49, 53, 65, 67, 77. 


380z -+. 1; 7, 9, 13, 23, 29, 31, 33, 37, 43, 47, 49, 51, 53 
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71, 179 19, 83, 89, 91, 101, 107, 109, 113, 
124, 197, 137, 163, 167, 169, 179, 181, 185 
211, 221, 227, 235, 239, 241, 247, 951, 259, 
265, 269, 271,277, 289, 293, 299, 305, 307, 
313, 317, 325, 329, 331, 335, 947. 


51, 67. 69, 71,73, 79, 81, 85, 87, 91, 93, 97, 
99. 105, 107, 109, 111, 121, 193, 125, 129, 
131, 133, 139, 153, 157, 161, 167, 169, 173, 
177, 179, 182, 187, 189, 195, 199, 203, 217, 
223, 995, 997. 231, 233, 235, 245, 247, 249, 
251, 257, 259, 963, 965, 269; 271, 275, 277, 
283, 985, 987, 289, 299, 301, 303, 307, 209, 
311, 317, 331, 335, 339, 345, 347, 351, 355. 


63, 67, 71, 75,81, 87,99, 103, 113, 115, 121, 
123, 125, 131, 135, 139, 143, 145, 151, 159, 
163, 165, 175, 189, 199, 201, 205, 213, 219, 
291, 995, 999, 933, 239, 241, 213, 940, 249, 
251, 261, 265, 277, 283, 289, 291, 293, 311, 
319, 323, 301, 335, 337, 339, 347, 349, 353, 
355 359, 361, 363. 


83, 89, 97, 103, 109, 119, 121, 133, 137, 157. 
161, 163, 167, 169, 175, 179, 185, 187, 193, 
197, 203, 205, 209, 211, 215, 235, 239, 251, 
253, 263. 269, 275, 283, 289, 295, 305. 307, 319, 
323, 343, 347, 349, 353, 355, 361, 365, 371. 


45, 19, 51, 59, 65, 69, 75, 77, 81, 83, 85, 
87, 89, 93, 97, 109, 115. 117, 121, 125, 127, 131. 
133, 135, 145, 147. 151, 153, 155, 167, 169, 
177. 181, 195, 199, 207, 209, 991, 923, 225, 
299, 931, 911, 943, 945, 949, 251. 255, 259, 
261, 967, 279, 283, 287, 289, 291, 293, 295, 
. 999, 301, 307,311, 317, 325, 391, 331, 337, 
345, 347, 319, 351, 353, 359, 361, 363, 367, 
371, 373, 375. 


59,61, 63,71, 79, 81, 83, 87, 91, 97, 101, 113, 
117, 121, 123, 149, 154, 163, 169, 173, 179, 
187, 193, 201, 207, 211, 217, 229, 231, 251, 
259, 263, 267, 279, 283. 289, 293, 297, 299, 
301, 309, 317, 319, 321, 327, 329, 331, 333, 337, 
343, 347, 349, 351, 357, 367, 371, 373. 379. 
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а ааа а аа ааа ааа а аа са 
x? — 97y*| 388z 1, 3,9, 11, 25, 27, 31, 33, 35, 43, 47, 19, 53, 
61, 65, 73, 75; 19, 81, B5, 89, 91, 93, 95, 99, 
101, 103, 105, 109, 113, 115, 119, 121, 129, 
133, 141, 145, 147,151, 159, 161, 163, 167, 
169, 183, 185, 191, 193, 195, 197, 203, 205, 
219, 221, 225,227, 229, 237, 241, 243, 241, 
255, 259, 267, 269, 273, 275, 279, 283, 285, 
287, 289, 293, 295, 297, 299, 303, 307, 309, 
313, 315, 323, 327, 335, 339, ЗЫ, 315, 353, 
355, 357, 361, 363, 377, 379 385, 381. 

27 — y101?| A04z 4-1, 5, 9, 13, 17, 19, 21, 23, 25, 31, 33, 37, 43, 
45, V1, 49, 65, 75, 77, 81, 83. 85, 91, 97, 99, 
105, 107, 115, 117, 121, 123, 125, 131, 137, 153, 
155, 157, 159, 165, 169, 171, 177, 179, 181, 
183, 185, 189, 193, 197, 201, 203, 207, 211, 
215, 219, 221, 223, 225, 221, 233, 235, 289, 
2&5, 247, 249, 251, 267, 273, 279, 281, 283, 
287, 289, 297, 299, 305, 307, 313, 319, 321, 
323, 327, 329, 339, 355, 357, 359, 361, 367, 
311, 373, 319, 381, 383, 385, 387, 391, 395, 
399, 403. 
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